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RESUMO

Quadricéptero é definido como uma aeronave de pousos e decolagens verticais
popularizando nos anos 2000 por ser uma plataforma promissora para inumeras
aplicacbes devido, principalmente, a sua simplicidade mecénica. Com isso varias
publicacbes da area abordam este tema, propondo metodologias numéricas para
aprimorar a autonomia e confiabilidade na utilizacdo préatica destes veiculos. O
objetivo deste trabalho é apresentar o modelo dindmico do quadricOptero obtido
através do formalismo de Newton-Euler e duas estratégias de controle lineares,
primeiramente o segundo método de Lyapunov invariante no tempo e o método LQR
variante no tempo, considerando o efeito giroscopico gerado pelas velocidades
angulares do corpo, capazes de estabilizar e atuar no cumprimento de trajetérias de
um veiculo quadricoptero. Com o modelo obtido, gerou-se respostas ao degrau para
ambos os meétodos para validar sua efichcia, em seguida, as eficacias das
abordagens serédo testadas realizando voos experimentais, onde serao verificados 0
impacto das simplificacdes de modelagem e o desempenho dos controladores.

Palavras-chave: Quadricéptero. Veiculo Aéreo ndo Tripulado. Regulador Linear
Quadratico (RLQ). Modelo Dinamico. Sistemas Embarcados.



ABSTRACT

The quadrirotor is an aircraft which has a vertical take off and landing. Due to the
mechanical simplicity many articles have been published recently, proposing numeric
methods to increase the reability on flights. This work presents the development of a
dynamic model of a quadcopter that was obtained from the Newton-Euler formalism
and also the development of two methods of a linear control system — Lyapunov
method with a time invariant system and the Linear Quadratic Regulator with a time
variant system considering the gyroscopic effect generated by the angular velocity
from the propellers. Both methods must be able to stabilize and act on the trajectory
compliance of a quadcopter. A simulation was developed on the Matlab® platform
from the model obtained as a way to check the proposed control, and then analyze
the experimental flights, where the simplifications on the mathematical model will be
verified.

Keywords: Quadcopter U.nmanned Aerial Vehicle. Linear Quadratic Regulator
(LQR). Dynamic Model, Embedded Systems.
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1 INTRODUCAO

Nos anos de 2015 e 2016, vem-se observando grande aumento no
desenvolvimento e utilizacdo de Veiculos Aéreos N&o Tripulados (VANTS),
popularmente conhecidos como DRONESs. Estes sdo veiculos que n&do necessitam
de pilotos na aeronave, sendo controlados remotamente ou de forma autbnoma,
possuindo algoritmos sofisticados de voo. Estdo divididos em duas subclasses, de
asa fixa e de asa rotativa, conforme FIG. 1 e 2.

¥+
{ 4

Figura 1 - Aeronaves de asa fixa.
Fonte: AUSTIN (2011, p. 35).
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Figura 2 - Aeronaves de asa rotativa.
Fonte: AUSTIN (2011, p. 37).

Para atividades como aquisicdo de imagens aéreas para reportagens,
vigilancia e agricultura, os veiculos de asa rotativa possuem maior vantagem,

podendo realizar voos verticais e pairar no ar.
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Dentre os veiculos de asa rotativa, a grande vantagem de um
quadricoptero € sua simplicidade construtiva, conforme FIG. 3, quando comparado
aos helicopteros convencionais, nos quais a inclinacdo do veiculo é realizada
atraves da alteracdo do angulo de ataque das hélices do rotor principal, exigindo um
mecanismo complexo e caro. Em um quadrirotor, por sua vez, a propulsdo é
realizada por quatro motores, com as quatro hélices posicionadas de forma
horizontal e com hélices adjacentes girando em sentido contrario, duas giram em um
sentido e as outras duas em sentido oposto, assim, ndo ha necessidade de um rotor

de calda para compensar o momento angular dos propulsores.

Figura 3 - Quadricoptero utilizado para realizar busca e salvamento.
Fonte: WAHARTE; TRIGONI (2010, p. 12).

No més de agosto de 2016, verifica-se uma tendéncia no
desenvolvimento de pesquisas que Vviabilizem a aplicagdo pratica dos
quadricOpteros, uma vez que a reducdo de custo, do tamanho de sensores e as
baterias os tornam muito interessante para o mercado civil, sendo possivel realizar
miniaturizacdo do VANT com um preco mais acessivel.

A problemética em construir e controlar um quadrirotor esta em sua
natureza instdvel e em suas diversas variaveis de controle, como ja dito
anteriormente. Utilizando materiais de baixo custo na constru¢cdo de um quadrirotor e
buscando, ao mesmo tempo, garantir o funcionamento adequado da estrutura, o
desafio torna-se ainda maior.

Sendo um sistema dindmico, alterando as velocidades dos motores, o0s
angulos de Euler também serdo alterados. Quadricépteros sdo veiculos subatuados
sendo sistemas inerentemente instaveis (BOUABDALLAH, 2007).
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Por consequéncia da dinamica inerentemente instavel deste tipo de
veiculo, é necessario desenvolver um controlador, para torna o sistema estavel.
Com o surgimento de microcontroladores capazes de realizar processamento digital
de sinais em tempo real, e sensores de unidade de medidas inerciais (IMU) de baixo
custo e de dimensdes reduzidas, os quadricOpteros popularizaram-se junto ao
publico civil nos ultimos anos.

O desenvolvimento deste trabalho estd relacionado ndo apenas ao
desenvolvimento pratico de um quadricéptero, mas, sobretudo a aplicacdo e a
comparacao de técnicas de controle (invariantes e variantes no tempo) para garantir
a estabilidade e seguranca da aeronave em situacdes adversas. Para realizacéo
deste comparativo, serdo utilizados os métodos de Lyapunov para o sistema
invariante no tempo e o regulador linear quadratico (RLQ) para o sistema variante no
tempo.

Este projeto inclui também o desenvolvimento de um modelo matematico
para permitir uma estabilidade satisfatoria, no intuito de desenvolver um algoritmo de
codigo aberto (opensource) e disponibiliza-lo para que qualquer um possa
desenvolver um quadricoOptero, também podendo aprimorar este trabalho. Como o
controle de atitude de um quadricéptero é a base para qualquer tipo de aplicacéo de
um drone, todas as éareas de pesquisas envolvendo quadrirotor poderdo se
beneficiar com este trabalho.

O objetivo deste trabalho é desenvolver um método de controle invariante
e outro variante no tempo, capazes de estabilizar o voo de um veiculo aéreo
quadrirotor, além de fazer uma andlise comparativa entre esses dois métodos.
Assim, os objetivos especificos delimitados séo:

« Obter 0 modelo matematico do quadricoptero por meio do método de Newton-
Euler;

« Desenvolver uma estratégia de controle capaz de realizar a estabilizacdo do
veiculo para o sistema invariante no tempo;

« Desenvolver uma estratégia de controle capaz de realizar a estabilizacdo do
veiculo para o sistema variante no tempo;

e Simular em ambiente Matlab® o modelo matematico calculado para aferir a
eficiéncia dos controladores;

« Realizar testes de voo no quadricoptero com ambos os meétodos e comparar 0s

resultados, relativos a estabilidade.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Movimentos do Quadricoptero

O funcionamento de um quadricOptero € possivel gracas a quatro rotores
e dois pares de hélices, um par é usado para girar em um sentido e o outro usado no
sentido reverso. A disposi¢cdo correta dos motores elimina o efeito dos torques
gerados por eles fazendo com que a plataforma figue em equilibrio em uma
determinada posicdo, quando os motores tiverem mesma velocidade angular (SA,
2012).

Na FIG. 4, as setas vermelhas indicam a direcdo do movimento da
aeronave e as setas pretas exibem a magnitude da velocidade rotacional das
hélices. Nota-se que, para a obtencdo dos movimentos translacionais (letras: a, b, c,
d - FIG. 4), varia-se as rotacbes dos motores coincidentes com a direcdo do
movimento, mantendo-se constantes as velocidades dos outros motores. Para o
movimento ascendente e descendente (letras: e, f - FIG. 4), deve-se elevar/diminuir
a velocidade de rotacdo de todos os motores simultaneamente. Por fim, para a
realizacdo do movimento de rotacdo ao longo do eixo perpendicular ao corpo da
aeronave (letras: g, h - FIG. 4) varia-se a velocidade dos rotores opostos entre si, de
modo que o movimento horario é obtido acelerando-se os motores que giram no

sentido anti-horéario e vice-versa.

Figura 4 - Movimento de um quadricoptero a partir da variagéo da rotagao das hélices.
Fonte: SA (2012, p. 15).
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2.2 Controle do sistema

O projeto de desenvolvimento de um VANT esta relacionado ao sistema
de controle da aeronave. A decolagem, a estabilidade da aeronave em voo, a
realizacdo de manobras e o pouso sdo dependentes de um bom projeto de um
controlador de voo. Um dos principais desafios do projeto de controladores de voo é
a identificagdo da dindmica de voo com fidelidade suficiente para ser usada em
diferentes estagios de desenvolvimento do controlador. Os modelos matematicos
utilizados sé@o apenas uma aproximacdo da dinamica do veiculo e servem para
descrever a complexa dinamica de voos reais (PAW; BALAS, 2011).

Como o foco deste trabalho € o controle de estabilidade de um
quadricOptero, a revisdo da literatura do controle de VANTs sera focada neste tipo
de aeronave. As caracteristicas ndo lineares e multivariaveis fazem com que o
quadricoptero seja dificil de se controlar (COZA; MACNAB, 2006). Técnicas
tradicionais de controle lineares variante e invariantes no tempo tém sido aplicadas
(ALVES, 2012).

Através dos resultados experimentais obtidos, HOFFMANNET et al.
(2007) concluem que, apesar do controlador PID apresentar bons resultados, a
maioria dos trabalhos tem se focado principalmente em trajetérias simples, de baixas
velocidades, em ambientes fechados. Observando o funcionamento do
quadricoptero em velocidades mais altas e na presenca de disturbios, como o vento,
0s resultados mostram que os modelos existentes e a técnica de controle PID séo
inadequados para o acompanhamento de trajetérias exatas em ambientes nao
controlados.

As técnicas de controle 6timo RLQ (Regulador Linear Quadrético) e LQG
(Linear Quadrético Gaussiano), descritos por MINH e HA (2010), séo utilizadas para
encontrar um controlador que forneca o melhor desempenho possivel em relagéo a
alguma medida especifica de desempenho (por exemplo, uma funcdo de energia,
em que se deseja gastar a menor energia possivel para controlar o sistema). A
energia do sinal de controle é medida por uma fungéo custo (indice de desempenho
quadratico) que contém fatores de ponderacdo fornecidos pelo projetista do
controlador. Deseja-se encontrar os parametros do controlador que minimizem esse
indice, como, por exemplo, uma sequéncia 6tima de entradas de controle, utilizando-

se realimentacéo de estados.
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2.2.1 ESPACO DE ESTADOS

A analise no modelo espaco de estados envolve trés tipos de variaveis
que estdo presentes na modelagem de sistemas dinamicos: variaveis de entrada
representadas por u(t), variaveis de saida representadas por y(t) e varidveis de
estado representadas por x(t).

O equacionamento de um sistema em espaco de estados continuo no

tempo, é definido por:

x(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t) 2.1)
y(@) = C@®) x(t) + D) u(®) (2.2)

sendo a primeira equacdo definida como equacdo de estados do sistema e a
segunda denominada equacdo de saida, onde A(t) é chamada de matriz de
estados, B(t), matriz de entrada, C(t), matriz de saida, e D(t), de matriz de
transmisséo direta. Todas estas matrizes possuem dimensdes apropriadas.

No modelamento em espaco de estados ha varios elementos que
necessitam definicbes (NISE, 2002):
eVariavel de sistema: Qualquer varidvel que responda a uma entrada ou a
condic¢Bes iniciais em um sistema.
eVariaveis de estado: é a menor quantidade de funcbes x(t) capaz de determinar o

estado do sistema, sendo que os estados séo variaveis calculadas no tempo em
que o conhecimento de X em 1,(X(t,)) juntamente com a entrada u(t)para t>t,

determina o comportamento do sistema para t > t,.

eVetor de estados: é aquele composto pelas variaveis de estado e determina a
dimenséo do sistema.

eEspaco de estados: é o espago n-dimensional onde os eixos sdo as variaveis de
estado.

eEquacdes de estados: conjunto de n equactes diferenciais de primeira ordem,
com n variaveis que sao as variaveis de estado.

eEquacdo de saida: é a equacdo que expressa as variaveis de saida como

combinacdes das variaveis de estado e das entradas.
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Se as matrizes A(t),B(t),C(t) e D(t) das equacgdes (2.1) e (2.2) forem
constantes, ou seja, ndo dependentes do tempo, o sistema é dito invariante no
tempo, assim considera as matrizes iguais a A, B, C e D. Caso contrario, o sistema &

variante no tempo.

2.2.1.1 Propriedades do Sistema

Os conceitos de controlabilidade e observabilidade foram introduzidos por
Kalman. Eles tém papel importante no projeto de sistemas de controle no espaco de
estados. As condicbes de controlabilidade e observabilidade determinam a
existéncia de uma solucdo para o problema de projeto do sistema de controle,
podendo o problema nado possuir solugdo (OGATA, 2003).

Devido a importancia dessas propriedades, a seguir iremos introduzir 0s

conceitos sobre controlabilidade e observabilidade.

A) CONTROLABILIDADE

Se for possivel obter uma entrada capaz de levar todas as variaveis de
estado de um sistema de um valor inicial desejado para um estado final desejado, o
sistema € dito controlavel; em caso contrario, o sistema é ndo controlavel (NISE,
2002).

O par (A, B) referente a equacao (2.1) € controlavel se, para todo estado
inicial x(t,) = x, e todo estado final x; = x(t;), existe uma entrada u que leva x, a
X emt € [ty t1].

A matriz de controlabilidade ¢ € R™"™ ¢ definida por:
C =[B AB A?B..A"'B] (2.3)
O sistema € considerado controlavel se a matriz de controlabilidade possuir
posto linha pleno, ou seja, os vetores B,AB,A?B,...A" 1B devem ser linearmente

independentes.

B) OBSERVABILIDADE
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O sistema definido pelas equacdes (2.1) e (2.2) serd considerado
completamente observavel se todo estado x(t,) puder ser determinado pela
observacdo y(t) durante um intervalo de tempo finito,t, <t <t,. O sistema €,
portanto, completamente observavel se cada transicdo do estado puder afetar cada
elemento do vetor de saida. O conceito de observabilidade é util na solucdo de
problemas de reconstrucdo de variaveis de estado ndo mensuraveis a partir de
valores mensuraveis, no menor intervalo de tempo possivel. Além de ser muito
importante porque, na pratica, a dificuldade encontrada com o controle por
realimentacdo de estado € que algumas variaveis de estado ndo sdo acessiveis por
medicdo direta, sendo necessério estimar a variavel ndo mensuravel para construir o
sinal de controle (OGATA, 2003).

Para o sistema ser observavel, entdo a matriz de Observabilidade O €

R™"»*" deve possuir posto coluna pleno.
| ca |

2.2.2 CONTROLE POR LYAPUNOV

No estudo da teoria de controle a estabilidade € um dos pontos mais
significativos a ser determinado. Existem alguns critérios de estabilidade como o de
Nyquist e de Routh por exemplo, porém podem ser aplicados apenas em sistemas
lineares e invariantes no tempo. Lyapunov desenvolveu dois métodos para a
construcdo completa de uma nova teoria de estabilidade, englobando sistemas néo
lineares e variantes no tempo. O segundo método de Lyapunov ou Método Direto
possui algumas vantagens sobre o primeiro método ou Método Indireto. No método
direto ndo necessita da resolucdo de equacgdes diferenciais, por iSso torna-se mais
atraente (ALVES, 2012).

Seja um sistema

£(6) = £(x(0)) (2.5)
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sendo x o vetor de estado de dimensédo n e f(x,t) um vetor de funcbes de x e t de
dimensdo também R"™. Assume-se que esse sistema possua solucdo Unica dada
uma condi¢do inicial, com solucao denotada por ¢(t,x) = x(t), com x(ty) = x,.

Definido um estado de equilibrio ao sistema da equacao (2.5)

f(x)=0 (2.6)

Para um sistema linear e invariante no tempo do tipo f(x(¢)) = Ax
existem apenas um estado de equilibrio caso a matriz A seja ndo singular de
dimensdes R™ ™, caso contrario em sistemas nao lineares pode ocorrer mais de um
estado de equilibrio.

Para definicdo da estabilidade no sentido de Lyapunov define-se uma

regido esférica de raio k em torno de um estado de equilibrio x, tal que
lx —x|| <k 2.7)
onde ||x — x|| € a norma Euclidiana representada por
llx — &Il = [Crr — %)% + Oz = %)% + -+ (x, — %) ?]Y2 (2.8)
Seja um conjunto S(6)
llxo — x|l < 6 (2.9)
e outro conjunto S(e)
|x(t) —x|| <& (2.10)
Define-se que para um sistema ser considerado estavel, uma trajetoria
iniciada em S(6) néo ultrapasse a regido correspondente de S(e) como mostrado na

FIG. 5, paratodo t € Rt , § € Rt e ¢ € R*(§ dependente de ¢). Nas FIG. 5,6 e 7, a

regido de S(¢) é limitada por um raio R e a regido de S(6) € limitada por um raio r.
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Figura 5 - Representacao de um sistema localmente estavel.
Fonte: TORRES (2012, p. 7).

Um ponto de equilibrio X é localmente assintoticamente estavel se uma
trajetdria iniciada em S(6) continue dentro desta mesma regido, para x com t
tendendo ao infinito. E globalmente assintoticamente estavel se respeitar as
mesmas condi¢cdes do localmente assintoticamente estavel e se toda solugdo

convergir para x, como demostrado na FIG. 6.

| IS A
. — e T T T T T T T T T T T T T T T e e — —
P -~ ""\ / %
/ ™ ! \
/ A ! \
] =" ATTTTTTTT T Ity il
| / _._.‘> I I II/’--T'-I I____-'"?T' T
Eval 1 *1
{ (' T | — I ,L i f =
! "-‘ k) ! ; X & ,l \__..-"’"'-_ t
T " -
\ S S N __
AY 4 ' J
Sy E '
L. " - A" KJ

Figura 6 - Representacdo de um sistema globalmente assintoticamente estavel.
Fonte: TORRES (2012, p. 8).

7

Um ponto de equilibrio x é instavel se uma trajetdria iniciada em S(&)
ultrapasse os limites da regido S(e), para x com t tendendo ao infinito, como mostra
na FIG. 7.
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Figura 7 - Representacdo de um sistema instavel.
Fonte: TORRES (2012, p. 9).

Uma funcdo escalar V(x) é definida positiva se para todo x # 0 tem-se
V(x) > 0. E semi-definida positiva se para todo x # 0 tem-se V(x) = 0.

Para uma matriz ser definida positiva seus autovalores necessitam ser
todos maiores que zero e semidefinida positiva os autovalores devem ser iguais ou
maiores que zero. Analogamente uma matriz ser definida negativa indica que seus
autovalores devem ser todos menores que zero e semidefinida negativa se os
autovalores forem iguais ou menores que zero. Para matrizes indefinidas os
autovalores possuem valores tanto positivos como negativos.

Para um sistema se tornar assintoticamente estavel, a funcéo de energia
do sistema deve ser decrescente até que assuma um valor 6timo no estado de
equilibrio, ou a derivada da funcéo de Lyapunov devera ser definida negativa. Com
isso as funcbes de Lyapunov V(x,t) e sua derivada V(x,t) nos fornecem
informacdes sobre a estabilidade de um ponto de equilibrio.

Considerando o sistema descrito

x = Ax (2.11)

com x sendo o vetor de estado de dimensdo n. Para descrever a funcao de

Lyapunov tem-se

V(x) = x"Px (2.12)
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onde P é uma matriz definida positiva. A derivada em relacdo ao tempo da funcéo de

Lyapunov é

V(x) = xTPx + xTPx. (2.13)

Substituindo a equacao (2.11) na (2.12) temos

V(x) = xT(ATP + PA)x (2.14)

ou

V(x) = xTQx. (3.15)

Portanto para atingir a estabilidade assintética do sistema é necessario

que o termo Q = (ATP + PA) da equacéo (3.15) seja definida negativa.
2.2.3 CONTROLE POR RLQ
A) FORMULACAO PARA O SISTEMA CONTINUO

O controle linear quadratico (LQ) surgiu aproximadamente em 1960 e é
uma técnica pertencente a Teoria de Controle Moderno.

Neste toépico sera introduzido o Regulador Linear Quadratico (LQR)
conforme definicdo de (OGATA, 2003). Seja considerado o problema do regulador
quadratico 6timo que, dada a equacdao (2.16) do sistema

X =Ax + Bu (2.16)
permite determinar a matriz K do vetor de controle étimo

u(t) = —Kx(t) (2.17)

para minimizar o indice de desempenho



21

] = foo(xT Qx + uTRu)dt (2.18)
0

onde Q e R sao matrizes hermitianas definidas positivas ou matrizes reais simétricas,
sendo responsaveis por determinar a importancia relativa do erro e o consumo de
energia dos sinais de controle.

A lei de controle linear retroalimentado dada pela equacéo (2.16) é a lei
de controle 6timo, portanto, se os elementos ndo conhecidos da matriz K forem
determinados para minimizar o indice de desempenho, entdo u(t) = —Kx(t) sera
otimo para qualquer estado inicial x(0). A FIG. 8 mostra o diagrama de blocos para a

configuracéo 6tima.

u X

:> X = Ax + Bu _—_'>

x r—
\4__,_.

Figura 8 - Sistema regulador étimo.
Fonte: OGATA (2003).

Substituindo as equacdes (2.16) e (2.17) em (2.18), o funcional de custo
podera ser reescrito por:

— * T T
]—J;) x(Q + K" RK) xdt (2.19)

Fazendo

xT(Q + KTRK)X = —%(xTPX) (220)

onde P também é uma matriz hermitiana definida positiva ou simétrica real, é

possivel obter:

xT(Q + KTRK)x = —xTPx — x"Px = [(A — BK)TP + P(A — BK)]x (2.21)
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Comparando ambos os lados da equacéo acima e sabendo que esta deve

ser verdadeira para qualquer que seja x, tem-se necessariamente que
(A—BK)TP + P(A— BK) = —(Q + KTRK) (2.22)

Sendo A — BK uma matriz estavel, existira uma matriz definida positiva P
que satisfaca a equacao (2.20). E importante ressaltar que se pode encontrar mais
de uma matriz P que satisfaca a equacéo, entretanto apenas uma P definida positiva
sera util.

Entdo, o indice de desempenho J pode ser calculado como:

] = fwa(Q + KTRK) xdt = —xT () Px(0) + xT(0)Px(0) (2.23)
0

Como (A — BK) é estavel, todos os seus autovalores possuem partes
reais negativas, entdo se tem que x(c) — 0. Desta forma, o indice de desempenho J

sera dado em funcao da condic¢édo inicial x(0) e P:
J = xT(0)Px(0) (2.24)

Como R também é uma matriz hermitiana definida positiva ou real

simétrica, € possivel escrevé-la como
R=TTT (2.25)

sendo T uma matriz ndo singular, entdo a equacao (2.19) podera ser expressa da

seguinte forma:
ATP + PA+ [TK — (TT)"*BTPT|T[TK — (T*)"'B*P] — PBR™B*P + Q =0 (2.26)
Assim, para resolver o problema de controle quadratico 6timo, deve-se

minimizar / em relagdo a K, e para isso deve-se minimizar também em relagéo a K a

seguinte equacao:
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x*[TK — (T*)"*BTP]T[TK — (TT)"'BTP]x (2.27)

Como esta Ultima expressdo € ndo negativa, 0 minimo ocorre quando ela

€ zero ou quando

TK = (TT)"1BTP (2.28)

Portanto,

K =T YTT)"1BTP = R~1BTP (2.29)

a equacao (2.29) fornece a matriz 6tima K. Assim, quando o indice de desempenho

€ dado pela equacao (2.19), a lei de controle 6timo é linear e € dada por:

u(t) = —Kx(t) = —R~'BTPx(t) (2.30)

A matriz P deve satisfazer a equacédo (2.22) ou a equacdo matricial

reduzida de Riccati:

ATP + PA—PBR™IBTP+(Q =0 (2.31)

B) FORMULACAO PARA O SISTEMA DISCRETO
O problema do regulador linear quadratico (RLQ) serd estabelecido
conforme definicho de (OGATA, 1995). Considere o modelo linear discreto no
espaco de estados
Xiy1 =Aixi+Bu; i=0,-,N (2.32)

sendo x;eR™ o vetor de estado, u;eR™ o vetor entrada de controle, A;eR™" e
B;eR™™ matrizes de parametros nominais assumidas conhecidas e {u;}}., uma
sequéncia de entradas de controle sem restricdo. Assume que o sistema linear

(2.31) é controlavel.
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Quando se trata do problema de controle 6timo quadratico deseja-se
determinar uma lei de controle {u;*}Y, onde minimiza o indice de desempenho

quadrético, dado por

N

J = x§+1Prs1Xner + Z(XJ'Tijj + ujTRjuj)
= (2.33)

sendo Py, =0,Q; =20 e R; >0 matrizes hermitianas semidefinidas positivas
assumidas conhecidas.
O problema do RLQ pode ser escrito na forma de um problema de

minimizacdo sujeito a uma restricdo de igualdade, dado por:

N

min X1 Pys1Xner Z(ijijj +u Rju;)
‘ j=0 (2.34)

S.4a Xj41 =Aixi+Bl-ul-; l:0,,N

O problema de minimizacao restrita (2.34) é dado apenas em termos da
variavel de controle u;. Além disso, a trajetoria 6tima {x;}N*' fica totalmente
determinada pelo conhecimento prévio da sequéncia de controle 6timo {u;*}\,.
Perceba também, através da restricdo de igualdade (2.32) do problema, que cada
etapa de minimizacéo i a variavel de estado x;,,; é dada visivelmente em funcéo do
estado x; e da variavel de controle u;.

A solucgéo recursiva 6tima, denotada com o indice *, do problema RLQ é
dada por:

u; = —Kl-xi; i = O,"',N (235)
Sendo o ganho K;eR™*"

K; = (R; + B[ Piy1B)) "' B{ P14 (2.36)
P; = (A; — BiK;)" P11 (A; — BiK)) + K/ RiK; + Q; (2.37)
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O sistema em malha fechada com realimentacéao 6tima (2.35) é dado por:

xiy1 = (A — BK)x;;0=0,...,N (2.38)

E o custo 6timo para a sequéncia de controle 6timo {u;} no intervalo de

interesse [i, N], é dado por:
Ji = x{ Pix; (2.39)
Consequentemente, o valor minimo do indice de desempenho da
equacado (2.33) é J* = xI'Pyx,, dado em termo das condi¢des iniciais. Esta mesma
concluséo foi obtida na deducao do RLQ continuo no tempo e de tempo infinito.

E possivel ainda verificar que (2.37) combinada com (2.38) resulta na

forma recursiva de Riccati em tempo discreto.

P; = Qi+ A;"(Piy1 — Piy1Bi(R; + BT Py 1B) BT P 1 AD A, (2.40)

Como as matrizes B;,Q; € R; sdo constantes (invariantes no tempo) e

iguais respectivamente a B,Q e R, com isso obtém-se o valor de K;

P, = A;"(P, — P,.B(R+ BTP,B)"'BTP,) + Q (2.41)

Kl' = (R + BTPL'B)_IBTPL'AL' (242)

3 MATERIAIS E METODOS

3.1 Materiais

A parte elétrica do quadricoptero tem 0s seguintes componentes: quatro
motores elétricos do tipo brushless, uma bateria do tipo LiPo e barramento elétrico,
um positivo e outro negativo, onde as cargas do sistema sdo conectadas.

JA a parte eletrbnica divide-se em: microcontrolador; um sensor de

medida inercial, composto de um giroscopio e de um acelerébmetro, de trés eixos
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cada um; quatro controladores eletronicos de velocidade, ou Eletronic Speed
Controller (ESC) e um radio controle.
O frame (corpo da aeronave) foi construido artesanalmente, utilizando-se

de perfis de aluminio.

3.1.1 MOTOR

O motor de corrente continua brushless (sem escova) tem sua parte
mecanica similar a um motor de corrente continua brushed (com escova), porém, um
motor brushless ndo possui escovas, assim ndo possuindo pontos de contato
mecanico entre o rotor e o estator para passagem de eletricidade. Outra diferenca
importante é que este tipo de motor possui 0s imas no rotor e as bobinas no seu
estator o contrario do que acontece com os motores brushed.

Escolheu-se motores AX-2810Q com rotacdo 750 KV ou 750 RPM/V.

3.1.2ESC

E um dispositivo que, como o nome ja sugere, tem como objetivo
controlar a velocidade de rotacao de motores elétricos do tipo brushless.
Para a escolha dos ESCs, € necessario analisar trés requisitos:

eFrequéncia: deve ser elevada (geralmente na faixa de 400Hz). Aumentando a
frequéncia do ESC, aumentara também a precisdo e agilidade da resposta do
funcionamento do motor. Para multirotores, € necesséaria certa agilidade na
resposta a variacfes de velocidade, gerando maior agilidade e confiabilidade a
aeronave.

e Corrente nominal: deve ser acima do valor requisitado pelo motor (25A para esta
aplicacéo).

e Tensao de alimentacdo: deve ser compativel com a tensédo de operacdo do motor.
Como o motor selecionado opera de 12 V a 24 V, entdo € preciso escolher um ESC
gue opere na mesma tensdo que ela fornece em seus terminais.

O ESC escolhido para essa aplicacdo (que atende o0s requisitos
mencionados acima) é o 30A Plush da Turnigy.
Em motores brushless, ndo adianta apenas variar a corrente para alterar

a velocidade de rotacdo, deve-se controlar a frequéncia de troca de fase. Este
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processo € realizado através de um microcontrolador (embarcado no ESC), o qual
possui um algoritmo que aciona saidas digitais, estas, por sua vez, estdo ligadas a
mosfets, que acionam as bobinas do motor na sequéncia correta e com uma
frequéncia pré-calculada.

Para controlar a velocidade do motor, o ESC faz a leitura de um sinal
Pulse-Width Modulation (PWM), ou modulacdo de largura de pulso, provido de um
controlador de voo (arduino).

PWM é uma modulag&o por largura de pulso que funciona alterando o
dutycicle (periodo em que a onda fica em nivel l6gico alto) de uma onda. Quando
controlamos o dutycicle e, consequentemente, o tempo da chave desligada de uma
onda quadrada com uma frequéncia determinada, pode-se controlar a poténcia
média entregue a carga; quanto maior o tempo em que o pulso se mantiver em nivel
l6gico alto, maior a poténcia entregue a carga; quanto menor o tempo em nivel

l6gico alto, menor a entrega de poténcia.

3.1.3 BATERIA

A bateria foi escolhida a partir das especificacbes do motor, que requer
uma bateria de 14,8V; escolheu-se uma bateria de LIPO 4s (4 células) da turnigy, de
4000 mAh, que proporciona uma autonomia de 15 minutos. Baterias LIPO possuem
vantagem em relacdo as de niquel, sendo mais leves e capazes de oferecer uma

descarga maior.

3.1.4 HELICES

As hélices usadas para esse projeto foram as hélices de tamanho 11x4.7,
recomendadas pelo fabricante do motor, sendo duas hélices que giram no sentido
horario e duas que giram no sentido anti-horario. Elas garantem ao motor o torque

necessario para a aplicacéao.

3.1.5IMU
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O sensor utilizado para obter os angulos de Euler serd o MPU-6050, por
se tratar de uma unidade de medida inercial de baixo custo, e de tamanho e peso

também baixos, tendo, apesar disso, uma resolucao satisfatoria.

3.1.6 MICROCONTROLADOR

O Arduino sera o cérebro por tras deste projeto, pois sera em sua
interface que se ira implementar o programa que controlara a estabilidade do
quadricoptero. Além disso, serdo do arduino os sinais PWM que acionardo o0s
motores e a leitura do Acelerbmetro e do Giroscopio. Por isso, 0 mecanismo
necessita de um microcontrolador rapido e robusto que, neste caso, sera o arduino
Due, por esta placa conter um microprocessador ARM de arquitetura 32-bits e um
clock de 84MHz.

3.1.7 CONTROLE REMOTO

O rédio controle a ser utilizado serd o Flysky FS-T6, pois é um radio
barato e possui 6 canais, podendo utilizar funcbes extras além dos 4 canais
necessarios para se controlar a aeronave. O arduino realiza a leitura do sinal, em

forma de PWM, proveniente do receptor do radio.

3.2 Métodos

Primeiramente, sera obtido o modelo do quadricoptero através da
mecanica de Newton-Euler (BOUABDALLAH, 2007). A verificagdo deste modelo
sera realizada no Matlab® um simulador capaz de reproduzir o comportamento do
modelo e fornecer os dados para analise da operagdo do controlador. A validacéo
deste simulador ocorrera a partir de ensaios com padrdes de entradas e saidas
esperados, presentes em diversos trabalhos da area.

Uma vez certificado o funcionamento do simulador, mediante a
conferéncia das saidas esperadas em relagdo as entradas aplicadas, a etapa
seguinte do trabalho contemplara o projeto do controlador.

Finalmente, testes comparativos seréo realizados para que, através da

analise da resposta do sistema em malha fechada, seja atestada a eficacia do
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meétodo proposto. Comparacdes serdo realizadas entre a aplicacdo de um método
Lyapunov (ALVES, 2012) e o do método RLQ (OGATA, 1995).

3.2.1 SISTEMA DE COORDENADAS

A utilizacao de sistemas de coordenadas diferentes € justificada por:
e Forcas aerodinamicas, torgues e as equacdes de movimento de Newton sédo dadas
em relacao a um referencial fixo ao corpo
e Sensores inerciais IMU (giroscopios, acelerbmetro e magnetémetro) fornecem
informacdes referentes ao sistema fixo ao corpo
e Medidas de posicdo, podendo ser adquirida por GPS, velocidade de chéo e alguns
requisitos de missao como trajetdria e ponto de parada, sdo medidas em relacdo
ao referencial inercial.
Por conveniéncia define os seguintes referenciais: referencial inercial E =
(0, xE, yE, zE) e referencial fixo ao corpo B = (08, xB,y5,2z8) ,como pode ser visto
na FIG. 9.

Figura 9 - Sistema de Coordenadas.
Fonte: BOUABDALLAH (2007, p. 16).

O sistema de coordenadas inercial € um sistema de coordenadas fixo a
Terra, com a origem definida no local de partida. Como pode-se ver na FIG. 10, o

vetor unitario i £ aponta para o norte, jf aponta para leste e k¥ aponta para o

centro da Terra.
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i"(Norte)

7% (Leste)

{ k°(centro da Terra)

Figura 10 - Coordenadas Inerciais.
Fonte: ALVES (2012, p. 38).

A rotacao do eixo B sobre o eixo E pode ser realizada de forma extrinseca
e intrinseca, sendo mais encontrada pesquisas envolvendo a ultima técnica (ALVES,
2012). O que difere os dois métodos € que na primeira, a rotacdo é realizada em
relacdo a orientacao inicial do sistema a ser rotacionado. Ja no segundo método, a
rotacdo sobre um determinado eixo € realizada levando-se em consideracdo a nova
orientacao deste eixo, ap0s uma rotacdo anterior sobre outro eixo qualquer. Portanto
a rotacdo do corpo no espaco pode ser parametrizada usando alguns diferentes
métodos como o0s angulos classicos de Euler, Quaternions e angulos de Tait-Bryan.
Na engenharia aeroespacial € consideravelmente mais utilizado os métodos de Tait-
Bryan, que sé&o realizados de forma intrinseca.

Para sair do referencial inercial para o referencial fixo ao corpo sao
necessarios trés passos de rotacdo seguindo a sequéncia (z-y-x), baseado no
modelo de rotacdo de Tait-Bryan ALVES (2012). Para isso cria-se dois referenciais
auxiliares V1 = (0"1,x¥1,y"1, z"1) e V2 = (0Y2,x"2, y"2, z?) para realizar 0os passos.
Mesmo apds os passos de rotacdo até o referencial final fixo ao corpo B a origem
desses novos referenciais continuard sendo o centro de gravidade dos
quadricopteros.

No primeiro passo obtém o referencial V1, rotacionando o referencial E
em torno do eixo Z de um angulo ¢ (yaw), considerando os angulos ¢ (roll) e 6
(pitch) iguais a zero, como pode ser visto na FIG. 11, entdo i "*aponta para o "nariz"
da aeronave, j ! aponta para a asa direita, e k V! alinhado com k £ aponta para o

centro da Terra.
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ys - (3|

\ 7
Figura 11 - Rotacionando em torno do eixo Z com um angulo ¥ (yaw).
Fonte: ALVES (2012, p. 38)

A transformacéo entre o referencial E e V1 é dada por

p"! = RE'(W)p°® (3.1)

cosyy —seny O
] (3.2)

RII() = [semj) cosy 0]
0 0 1

Agora, no segundo passo obtém o referencial V2, rotaciona o referencial

V1 em torno agora do eixo Y de um angulo 6 (pitch), considerando os angulos

¢ (roll) e ¢ (yaw), iguais a zero, como pode ser visto na FIG. 12, entdo i “2aponta

para o nariz da aeronave, j ¥? aponta para a asa direita, e k 2 aponta para a barriga

da aeronave.
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v L2

Evly
Figura 12 - Rotacionando em torno do eixo ¥ com um angulo 8 (pitch).

Fonte: ALVES (2012, p. 38).

A transformacéo entre V1 e V2 é dada por
p"? = Ry (8)p™ (3.3)

onde

cosO 0 senb
] (3.4)

R;;f(e)z[ 0 1 0
—sen® 0 cosO

No terceiro passo ja se obtém o referencial fixo ao corpo B, rotacionando
o referencial V2 em torno agora do eixo X de um angulo ¢ (roll), considerando os
angulos 0 (pitch) e ¢ (yaw), iguais a zero, entdo, i ® aponta para o nariz da aeronave,
jP aponta para a asa direita e, k ? aponta para a barriga do veiculo. O referencial

fixo ao corpo é mostrado na FIG. 13.
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| it

Figura 13 - Rotacionando em torno do eixo X com um angulo ¢ (roll).
Fonte: ALVES (2012, p. 38).

A transformacéo entre V2 e B é dada por

p® = R, (d)p*? (3.5)

onde
1 0 0
RE,(¢p) = [0 cosd —send)].

0 send cosd (3:6)

A transformacao entre o referencial do veiculo e o referencial fixo ao
corpo pode ser obtido em apenas uma matriz de rotacdo, considerando as matrizes
(3.2), (3.4) e (3.6).

RE(,6,9) = RE, (PR (OIRE' (V) (3.7)

1 0 0 ”cose 0 senel [cosxjj —senys 0]

RE($,6,¢) = [0 cos¢p —send 0 1 0 ||seny cosy O
0 send cosdp Il—sen® 0 cosO 0 0 1 (3.8)
cosycos® sendsenBcosy — cospsenly cospsenbcosy + sendpsenys
RE(¢,8,¢) = [senljjcose sendsenBsen + cospcosy senysenBcosdp — senq)coswl
—sen® cosBsend cosdpcosh (3.9

A variacdo temporal ou taxa de variacdo dos angulos Euler [¢ 6 Y]
ndo € uma funcdo continua. Portanto é diferente das velocidades angulares

[p ¢ 7" que sd3o medidas fisicamente pelos giroscopios da aeronave
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(BOUABDALLAH, 2007). A transformacdo da matriz[p q 7]7 para [ 6 §]7é

dada por
[0
M =R (6 (3.10)
r v
onde
p 1 0 —sen® 1o
[ql = [0 cosd send)cos@] 9. (3.11)
r 0 —send cosdpcosdl |y '

3.2.2 MODELAGEM DINAMICA

Existem inUmeras pesquisas envolvendo o desenvolvimento de um
modelo dindmico para um veiculo quadrirotor, utilizando algumas técnicas como
dindmica de corpos rigidos segundo equacbes de Coriolis ALVES (2012) e o
formalismo Euler-Lagrange (BOUABDALLAH, 2007). Sera utilizado o modelo
dindmico de corpos rigidos utilizando as forcas e os torques baseado no formalismo
de Newton-Euler para representar o comportamento dindmico do voo de um
quadricoptero (BOUABDALLAH, 2007):

[m13x3 V3x1] [ W3x1 X MV3yq ] _ [Fle] (3.12)

I3x3] W3x1) LW3x1 X [3x3W3x1 T3x1

onde m é a massa total do sistema, I € R3*3 é a matriz de inercia do corpo, V =
(Voo Vi, V) € w = (w,, wy, w,) SA0 respectivamente os vetores das velocidades
lineares e angulares do veiculo. O vetor de for¢cas produzido pelas hélices € dado
por F = (Fy,F,,F3 F,) e o vetor de torques t = (Ty, Ty, T;).

O quadricoptero apresenta dois grupos de variaveis, as variaveis de
posicao, ¢ = (x,y,z) que indicam o vetor deslocamento do centro de gravidade do

veiculo no espaco relativo ao sistema inercial. E as coordenadas de orientacdo
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angularn = (§, 0,®) que discriminam respectivamente os angulos de Euler (yaw,
pitch e roll) da aeronave. O vetor g = [§¢ 7n]~1é definido no referencial inercial.
O sistema esté sujeito a acao de duas forcas, sendo:
« Forca Gravitacional: G conservativa, sempre vertical no sentido negativo de z£
o Forca de Empuxo: T forca ndo conservativa, resultante da somatéria das forcas
de empuxo produzidos pelos quatro motores (F1+ F2 + F3 + F4), como pode
ser vista na FIG. 14, sempre no sentido positivo de z2. Associado a entrada de

controle U1.

o
XA )
,"__---...4
B .
o).,
2 v \ o

o - 9

TN
.‘ [ ] 04 :
“ ¥

Figura 8 - Referencial inercial E e referencial fixo ao corpo B.
Fonte: BOUABDALLAH (2007, p. 20).

01 [0 0
TB =10]| = 0 = 0
1 v lF1+F2+F3+Fa (3.13)

Com a forca de empuxo gerada por uma hélice sendo igual ao quadrado

de rotacéo da hélice multiplicada por um coeficiente de empuxo b

Fi- Qb (3.14)

onde b é o coeficiente de empuxo e Q;, i=1, ..., 4, representa a velocidade angular da

i-ésima hélice.
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A velocidade e a aceleracéo angular do rotor implicam em um torque Ty;

ao longo do eixo do eixo do rotor.

™™i = inZ + IM Qi (315)

Tendo I, igual ao momento de inercia do rotor e d igual ao coeficiente de
arrasto. Normalmente o efeito €); é considerado pequeno, portanto este é omitido
(LUUKKONEN, 2011).

Os toques sao gerados pelas diferencas nas velocidades das hélices, séo
nao conservativos, alguns deles séo:

e Torque de Arfagem t4: resultante das diferencas das forcas de empuxo F1 e F3 e
também relacionada a [ que é a distancia entre o centro do quadricoptero ao centro
do motor. Associado a coordenada angular ¢. Associado a entrada de controle U2.

« Torque de Rolagem 7 4: resultante das diferencas das forcas de empuxo F2 e F4 e
também relacionada a [ que € a distancia entre o centro do quadricoptero ao centro
do motor. Associado a coordenada angular 6 . Associado a entrada de controle U3.

« Torque de Guinada 7 resultante da subtragdo do torque ty; referente ao arraste
das hélices que giram no sentido horario com as que giram no sentido anti-horario.

Associado a coordenada s . Associado a entrada de controle U4.

To 1b(0,2 — Q,%)
[T ¢] = b(Q3% — ) (3.16)
ol a0 - 0,2 + 952 - 0,9

Sendo as entradas do sistema u = [U; U, U3 U,] 7.

Ul [P + Q% + Q5% + 0,7

U, | _ b@2-0%) | (3.17)
Us b(Q3” — ;%)
Us d(Q® — Q% +05° — Q,%)

Algumas suposicoes foram estabelecidas para a modelagem do
quadricéptero:

« ASSume que 0 corpo seja rigido;
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« ASsume que 0 COrpo seja simétrico;

« Assume o0 centro de massa do corpo e igual ao da origem do sistema de
coordenadas fixo ao corpo;

« Assumes as hélices sejam rigidas

«Assume as forcas de empuxo e arrasto sdo proporcionais ao quadrado da
velocidade das hélices;

« Assume-se a Terra plana e estacionaria, ou seja, as aceleracdes de translacéo e
rotacdo sao nulas.

Devido a suposicdo que o veiculo € simétrico, os termos relativos ao

produto de inércia (I, Iy, 1 ,,) sdo nulos (BOUABDALLAH, 2007), restando apenas

os termos referentes aos momentos de inércia (I, 1y, I1,;). Assim obtemos a matriz

yl
do momento de inercia igual a

Le 0 0
I=10 Ly O (3.18)
0 0 1,

Tratando-se apenas de variaveis de posicdo, a equacdo (3.12) de
Newton-Euler sera dada da seguinte forma no referencial fixo ao corpo:

mVE +wx (mVE)=F (3.19)
mVE + wx (mVB) =RTGE 4+ T8 (3.20)
com o termo mV? se tratando da forca gerada devido & aceleracéo linear do corpo e
w x (mV®) o termo da forca centrifuga e F sendo igual soma da forca gravitacional
RTGE e a forca empuxo T5.
E necessario passar a equacdo para o referencial inercial e com isso a

forca centrifuga é anulada (LUUKKONEN, 2011). Pode-se considerar T2 = [0 0 U;]"

mé = G + RT® (3.21)



38

[J'c' 0] 1 0
jl=—-g|0|+—=R3*3|0
7 1 m Uy (3.22)
X 0 cospsinBcosy + sin¢ siny
1 . . .
y|=—g|0| +—|cos¢sinBcosy —smcbsmtpl
Z 1 m cos ¢ cos O (3.23)

Apenas a forca gravitacional e a forca de empuxo contribuem para

aceleracdo do quadricoptero. Assim, obtém-se as variaveis de posicao.

X = (cosdpsinBcosy + sind)sintlj)% (3.24)
y = (cospsinBseny — coscpcosxp)% (3.25)
(3.26)

" Uy
Z=—-g+ (COSIIJCOSG)E

Referente as variaveis angulares da equacao (3.12), a aceleracao angular
multiplicada pelo I& momento de inercia somada as forcas centripetas
w x (Iw ) adicionadas as forcas giroscépicas I' obtém-se o (é igual ao) torque

o+ wx(Iw)+ T =1 (3.27)

isolando a aceleragéao angular w segue que

1% Ixx p 0
w=1I"1 —[QIX Iyyq —Jr [qlx 0(Q+ 7 (328)
r IZZ r r 1
e resultando em
p (Iyy - IZZ)qr/Ixx q/lxx Te/lxx
[q] = | Uz = Ldpr/lyy | = ), [_p/ Ly | @ + |7/ v (3.29)
r (Ixx - Iyy)pq/lzz 0 T‘I’/IZZ

onde, Q, =0, — Q, + Q; — Q, e/, é igual a inercia do rotor.
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- q 1] (3.30)
vy zZZ 2
= — _Q .
L A
L, —1 U 3.31
ngpﬂrhligﬁli (3.31)
yy yy yy
L.,—1I U 3.32
b= xx yypq+_4 ( )
IZZ IZZ

3.2.2.1 Dinamica do Motor

A descricdo da equacao de movimento do motor de corrente continua
(CC) sem escovas (SANCA; ALSINA; CERQUEIRA, 2008) que relaciona o torque

desenvolvido, inércia e amortecimento sdo dados por:

] dﬂt(t) . 4000 (3.33)

To = K,i(t) (3.34)

sendo 7, 0 torque eletromagnético, 7; 0 toque da carga, J, a inércia do motor, K; a
constante de torque do motor, A o coeficiente de atrito viscoso, i € a correntee Q € a
velocidade do motor.

Acrescentando os propulsores ao modelo dos motores e desconsiderando
os efeitos elétricos, a velocidade angular passa a ser dada por:

=k q_ 4 g2kl
" RpUm+J) " Jm+) " RpUm+J) (3.35)

Q;

onde ; representa a velocidade angular do i-ésimo rotor, k,, a constante de forca
eletromotriz, R,, a resisténcia interna do motor, J,,, € J, a inércia do motor e a inércia
do rotor respectivamente e V a tensao de entrada no motor.

A empresa do motor utilizado no protétipo ndo informa as constates, como
Jm: Jr» Ry entre outras, necessarias para utilizar na equacéo (3.35), com isso é
necessario o equacionamento da dinamica do motor. Também €& desconhecida

constantes das hélices como o coeficiente de empuxo b e o coeficiente de arrasto d.
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Nas FIG. 15 e FIG. 16 séo tracadas as curvas dos motores no software
Excel® com dados obtidos com um teste de bancada aplicando uma entrada PWM e
verificando a saida em Newtons (N).

Com a curva da FIG. 11, referente as forcas de empuxo das hélices de

i =1,2,3,4, obtem-se,

Yoy = 9-107° - x% +0,0037 - x + 0,1613 (3.36)
Forca/PWM
14
y = 9E-06x7 + 0,0037x + 0,1613

12 R2=0,999
10

8

6

4

2

0

0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 9 - Curva motor relativo ao coeficiente de empuxo b.

Com a curva da FIG. 16, referente aos torques ao longo do eixo dos

rotores gerados através dos arrastos das hélices de i = 1,2,3,4, obtem-se,

Yaqy = 0,0014 - x + 0,4484 (3.37)
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Forca/PWM

1,2

y=0,0014x - 0,4484
R?=0,9925 -

0,2

0 200 400 600 800 1000 1200
-':l_. 2
Figura 10 - Curva motor relativo ao coeficiente de arrasto d.

Substituindo as equacdes (3.36) e (3.37) na entrada do sistema (3.17), tem-se

U, Yo1) T Yb2) t Ypi3) T Vba)
U,| Yb) — Yb(2)
Us| Yb3) ~ Yb(1) (3:38)

Ya@) —Ya@) T Yac) — Yaw@)

3.2.2.2 Momento de Inércia

O momento de inércia descreve o comportamento dinamico de um corpo
em rotacdo em torno de um eixo definido (BRESCIANI, 2008). Devido a geometria
simétrica do quadrirotor, nos calculos dos momentos de inércia consideram-se
apenas a massa dos motores e a massa da caixa que contém os componentes
eletrbnicos, bem como suas posi¢des na estrutura (AMIR; ABBASS, 2008).

O momento de inércia de cada componente da matriz I depende do
design e das dimensdes do quadricoptero construido (CRAIG, 2008). O momento I,
representa 0 momento de inércia relativo a rotacdo em torno do eixo X, I,, O
momento de inércia relativo a rotacdo sobre o eixo y e I,, 0 momento de inércia

relativo a rotacéo sobre o eixo z.
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Para obter uma maior precisdo a matriz de inercia foi calculada utilizando
0 SOLID WORKS®, como visto na FIG. 17, aplicando todas as medidas e pesos dos

componentes, obtendo assim a matriz de inercia I, conforme FIG.18.

@ *Frontal = *osterior

|

*Trimétrica

Figura 11 - Desenho do quadricbptero no Solidworks®.

a5 *Superior

Massa = 1441.23 gramas
Volume = 78487513 milimetros cibicaos

Area de superficie = 249039.24 milimetros quadrados

Eixos principais de inércia e momentos de inércia principais: [ gramas * milimetros quadrados )

Tomado no centro da massa.
Ix = {1.00, 0.00, 0.00) Pu = 17477521 85

Iy = (0.00, 1.00, 0.00) Py = 18187200.02
Iz = (0.00, 0.00, 1.00) Pz = 34475889251

Figura 12 - Valores adquiridos a partir do desenho do Solidworks®.

Entdo definimos que a matriz I € composta por,

17,4775 0 0
I = 0 18,1872 0 x1073 Kg.m3
0 0 34,4789

3.2.4 PROJETO DO CONTROLADOR POR LYAPUNOV

Para o projeto do controlador segundo Lyapunov sera simplificado o
modelo para um sistema em cascata, linear e invariante no tempo. O modelo
simplificado do sistema que se deseja controlar em espaco de estados possui
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algumas consideracdes, como o0s coeficientes de empuxo e arrasto sendo
constantes e que a transformacéao entre a variacdo da posi¢ao angular medida pelos
sensores (¢, 0,19) e a velocidade angular do corpo (p,q,r) pode ser considerada
idéntica se as perturbacbes no voo da aeronave forem pequenos. Entdo pode-se
dizer que (¢,6,v¥) = (p,q,7) (BOUABDALLAH, 2007).

O sistema pode ser escrito da seguinte forma

X = Ax + Bu (3.39)
y =Cx (3.40)

sendo o vetor de estado x =[b OO Y Yyxxyyzz]"T e o vetor de entradas u =

[U; U, U3 U,]T e substituindo as equacdes (3.30), (3.31) e (3.32) em (3.49), obtém-se

X2
I I X LU
yyl =~ X4Xg — ]r1_4 -Qr + 1_2
xx xx xx
X4
I,,—1 X lu
ZZI xxx2x6+]r1_zﬂr+1_3
yy yy yy
X6
L, —1 U
X xx] Yy XZX4, + 1_4
Xgq = zz X zz (3_41)
8

+ 6) 2
g + (cos ¢ cos 0) —
X10
: o Uy
(cospsinBcosy + smq)smljj)z

X12

U
(cospsinBcosy — sincl)sinljj)z1

Com as variaveis de estado iguais a,




X5 = Y

Xe =Xs =Y | X1 =X11 =Y
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O sistema em cascata pode ser dividido em dois subsistemas, um

controle de atitude e outro controle de posicdo do quadricOptero no espaco, como

pode ser visto na FIG. 19.

U=
Angle Subsystem
@
qb —--
g ¢
— g o)
)
afs
2

Translation Subsystem

5

Neh Qg R

Figura 13 - Sistema em Cascata.

Fonte: BOUABDALLAH (2007, p. 47)

Neste trabalho o foco sera no controle de atitude que € o ponto chave

para a estabilidade de voo de uma aeronave. Com isso, 0s estudos serao focados

apenas nas variaveis angulares o que condizem que este problema,

J'cb=

- IZZ zZZ -

Xy E

-1 X U

vy zZZ 4 2

XX — Jr— Qp +—

L e I T
X4

-1 X U

—xxxzx6+]rl_2'Qr+I_3

yy yy
X6

L., —1 U

(3.42)

Considerando que o modelo representado tem acesso a todas as saidas

do sistema, pode-se dizer que a matriz C da equagéao (3.40) € uma matriz identidade

€ portanto x = y.
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E desejavel controlar o sistema linearizado, no caso especifico deste
sistema, linearizar em torno de um ponto de equilibrio levaria o sistema para mais
longe da realidade do modelo fisico. Para permitir que o sistema seja otimizado,
pode-se linearizar em torno de cada estado. Cada termo do efeito giroscopico
referente ao corpo é representado duas vezes, fixando e variando um estado a cada
instante de tempo (BOUABDALLAH, 2007), com isso obtemos as matrizes do novo

modelo em espaco de estados sdo obtidas para o sistema.

0 1 0 0 ' 0 0 '
0 0 0 (Iyy - Izz/ZIxx) lIJ 0 (Iyy - Izz/ZIxx) 0
4|0 0 0 1 0 0 '
L (IZZ - Ixx/ZIyy) Lll 0 0 0 (Izz - Ixx/ZIyy) (I)
0 0 0 0 0 1
0 (Ixx - Iyy/ZIzz)e 0 (Ixx - Iyy/2122)¢ 0 0
e
r 0 0 .O
/1., 0 —Jr0/ 11, d
g=|0 0 0
o VL Jd/Lyd
0 0 0
L0 0 1/1,,

A partir daqui seréo feitas algumas suposicdes para simplificar o modelo
com a intencao de torna-lo invariante no tempo.

Como uma primeira suposicdo consegue-se eliminar o efeito giroscopico
gerado pelas hélices (]TQTG), considerando o quadrirotor perfeitamente simétrico.
Uma segunda suposicdo deve ser considerada caso o modo de voo seja do tipo
pairar, voos lentos com variacdes nos angulos de até 30° e velocidades angulares
(¢, 8,9) proximas a zero pode-se, entdo, eliminar o efeito giroscopico gerado pelo

corpo [(1,, — I,,)8{]. Assim, tem-se um modelo mais simplificado.

$ [010000]{4’]' 0 8 8

000 0 0 0fld U/ L

9_|0 0010 0||(_9I + 10 0 Olgz (3.43)
8 |000000|9 | o UL, 0|
lj,l000001JqJ | 0 0 0 |

5] oooooolyl Lo o wml
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(3.44)

corooO
oroococo
RO OO OO
-:e..eq;.q;_e_._e:_

<

Il
SCoococomR
cocoocoRro
coomRroo

Com esse modelo simplificado nota-se a possibilidade de desacoplar o
sistema em outros trés subsistemas, assim possuindo uma funcao independente
para cada angulo de Euler. Primeiramente, projeta-se o controlador para angulo ¢

calculando uma matriz de ganho K que leve o sistema para a estabilidade, onde:

=10 oIl + [y (3.45)
y=lo 1L (3.46)

Antes de projetar o controlador € necessario certificar se o sistema é
controlavel. Essa condicdo ¢é verificada através do posto da matriz de

controlabilidade ¢

C =[B AB] (3.47)
[0 ULy (3.48)
€= [l/lxx 0

Como as linhas séo linearmente independentes, o modelo a ser projetado

é controlavel.
Seja A uma matriz com os autovalores desejados em malha fechada,

onde nao existem autovalores comuns entre A e A. Como 0 sistema possui apenas
duas variaveis de estado, o sistema pode ser definido como de segunda ordem, os
autovalores desejados deste sistema coincidem com os polos da funcdo de

transferéncia da equacédo abaixo

w? (3.49)
Ges) =
S? + 2w, 0s + w2




a7

Para obter uma resposta transitoria satisfatoriamente rapida e amortecida,
escolhe-se valores tipicos de amortecimento ¢ entre 0,4 e 0,8 OGATA (2003).
Escolhendo um w, =6,75 rad/s e (= 0.8, obtem-se o vetor de polos s=
[- 8.0 + 6.0i]7, entdo

i= [Sl 0] (3.50)

Arbitrariamente escolhendo um vetor K para que o par AK seja observavel

K=[1 1] (3.51)
entao
0 = [ K (3.52)
KA
0 =[1 1] (3.68)
S1 Sy
As colunas sdo linearmente independentes. Portanto, o par AK é
observavel.

Assim, possuindo as matrizes Ae K é possivel determinar a matriz P,

solucéo da equacédo de Lyapunov.

AP — PA = BK (3.53)
0 17[P11 P12 p11 P12 (3.54)
[0 0] [p21 Pzz] P21 Pzz” sZ] [l/lxx] Ll

_[P11 P12 (3.55)

P_[P21 Pzz]

Em seguida, como P é néo singular, determina-se os ganhos de K
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K = Kp-1 (3.56)
K = [6,0267 0,9643]

Possuindo a entrada com sinal de realimentacdo de estados do tipo u =

—Kx, tem-se

u=—[60267 0,9643]- '] (3.57)

2

Para calcular o angulo ¢ e 6 pode ser feito seguindo 0s mesmos passos
utilizados para calcular os ganhos para o angulo ¢, apenas alterando os parametros

como momento de inercia e a entrada do sistema.

3.2.5 PROJETO DO CONTROLADOR POR RLQ

Para o projeto do controlador utilizando a teoria do Regulador Linear
Quadratico sera utilizado o modelo em espaco de estados linear e variante no tempo
do controle de atitude do quadricoptero. O sistema pode ser escrito da seguinte

forma

Xiy1 = Aixi + Bui (358)
yi = Cx; (3.59)

Com o vetor entrada u=[U, U; U,J7 e o verto de estados x =
[dpooY ]

Como visto no capitulo (3.2.4) sobre projeto de controlador segundo
Lyapunov as matrizes A, B e C foram arranjadas de forma a ser um sistema linear,
primeiramente foi mostrada uma versdo variante no tempo e, apdés algumas
simplificagbes, um modelo invariante no tempo.

Este capitulo abordard o modelo linear variante no tempo, considerando o

efeito giroscopico referente ao corpo [(1y,, — I,,)0y].
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0 1 0 0 0 0 .
0 0 0 (Iyy - Izz/ZIxx) l]J 0 (Iyy - Izz/ZIxx) 0
A= 0 0 0 1 0 0 .
LT[0 (Izz - Ixx/ZIyy) L|J 0 0 0 (Izz - Ixx/ZIyy) (I) '
0 0 0 0 0 1
0 (Ixx - Iyy/ZIzz)e 0 (Ixx - Iyy/ZIzz)q) 0 0
r 0 0 0 1
UL, 0 0
1o 0 0
B=19 i/r,, 0
0 0 0
L 0 o 1/1,]
e
[1 0 0 0O 0]
|0 1 0 0 O O|
C= |0 01 0 0 O |
—10 0 01 0 O
[0 0 001 O
0 000 0 1
O projeto do regulador utilizando (RLQ) tem como o objetivo determinar
uma matriz de ganho K;, tal que u; = —K;x;, onde o indice de desempenho | seja

minimizado garantindo o estado x;,, alcance o equilibrio.
De acordo com (OGATA, 2003),

respectivamente a importancia relativa do erro e o consumo de energia das

entradas, isto €, sdo ponderacdes dos erros.

as matrizes QeR determinam

A escolha dessas matrizes pode ser efetuada utilizando a Regra de
Bryson como visto em (FRANKLIN, G. F.; POWELL J. D.; EMAMINAEINI, 2013). Na

pratica, para a obtencdo de valores aceitaveis x e u € inicialmente a escolha

apropriada das matrizes diagonais Q e R, tais que

1

Qi

1

maior valor aceitavel de [x;?]

(3.60)

ii

maior valor aceitavel de [u;?]

(3.61)

Primeiramente calculando a matriz Q e R™" sendo Ax; a amplitude

aceitavel para os desvios de cada estado x;, sendo Q;; = 1/(Ax;)?.
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Ax; =90° — (—90°) = 180° (3.62)

ou em radianos
Ax, = 1,57rad — (—1,57rad) = 3,14rad (3.63)
Ax, = 400°/s — (—400°/s) = 800°/s (3.64)

ou em radianos por segundo

Ax, = 6,98rad/s — (— 6,98rad/s) = 13,96rad /s (3.65)

Valores foram escolhidos, respectivamente, devido aos angulos e
velocidades angulares aceitaveis do quadricoptero e Ax; = Ax; = Axs e Ax, = Ax, =

Axg. Assim, obtém-se

0.

e e e e ]

[
-
I
|
Agora calculando a matriz R e R®™*™ sendoni o numero de entradas e
Au; a amplitude aceitavel para os desvios de cada estado u;, sendo R;; = 1/(Au;)?.
Au =10 — (=10) = 20 (3.66)

Valores foram escolhidos de acordo com a variagcdo PWM da entrada do
sistema, sendo igual para as quatro entradas, portanto

0.0025 0 0
R = 0 0.0025 0
0 0 0.0025

Agora com as matrizes Q e R definidas e sabendo que o modelo é
controlavel, sera utilizado o Matlab® para calcular a matriz de ganho K;, conforme

codigo apresentado no Apéndice B.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo abordara os resultados obtidos durante todo o
desenvolvimento do trabalho, uma parte desenvolvida no Matlab® para aferir a
eficacia do controlador, outra executando teste pratico do controle de voo, utilizando-

se 0 quadricoptero da FIG. 20.

' Figura 20 — Quadricéptero utilizado no projeto.

Foram desenvolvidos dois controladores para a quadricéptero, um
variante e outro invariante no tempo, utilizando respectivamente os métodos de
Lyapunov e LQR.

As FIG. 21, FIG. 22 e FIG. 23 mostram os resultados do simulador para o
controle via Lyapunov em cada angulo proposto, sem presenca de disturbios de voo.
Em cada figura sdo mostrados dois graficos sendo o primeiro referente ao angulo e
o segundo referente a velocidade angular, ambos em relacdo ao tempo, para cada
eixo do quadricoptero. Apéndice A mostra o cédigo feito no Matlab®, para discretizar
0 sistema e obter os resultados da simulacdo, pois na secéo (3.2.4) foi desenvolvido

0 método continuo.
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-

Figura 14 — Resposta ao degrau para o angulo ¢.

-

Figura 15 — Resposta ao degrau para o angulo 0.

Figura 16 — Resposta ao degrau para o angulo .
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Para o método RLQ variante no tempo desenvolvido no Apéndice B, os

estados sao apresentados na FIG.24, com o estado inicial x;(0) comi =1,2,...,6.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

P +  u" implementade
g o ©  u* usando o comando digr
K ]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 17 — Resultados obtidos como o0 método RLQ variante no tempo.

Foram feitas leituras referentes ao angulo associado ao eixo x em graus
para os dois métodos propostos, aplicado em voos de teste no prototipo sob
influéncias de perturbacdes externas como, por exemplo, o vento. Param ambos 0s
métodos realizou-se 1000 leituras com um tempo de amostragem de 0.01s. Na FIG.

25 estéo os dados obtidos com a abordagem via Lyapunov.
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Figura 18 - Dados obtidos corﬁ a abordagem via Lyapunov.

Na FIG. 26 sédo os dados relativos ao Regulador Linear Quadratico.
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Figura 19 - Dados obtido

(%]

com o RLQ.

Os resultados praticos mostraram eficazes para a utilizagdo proposta,
variando os angulos em apenas um grau. Nao podendo realizar um comparativo

entre os métodos.
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5 CONCLUSOES

Esse trabalho apresentou a modelagem matematica do quadricOptero
segundo equacdes fisicas e aerodindmicas, com parametros fiéis ao modelo real,
sendo feito um modelo no Solidworks® para gerar os momentos de inércia com uma
certa precisdo. Para os motores, foram geradas curvas onde se aplicou entrada
PWM obtendo a forca em Newtons.

Desenvolvido os métodos de controle via Lyapunov e o Regulador Linear
Quadratico, validou-se os métodos através de simulagcdes computacionais feitas no
Matlab®. Apds a validacao, foram realizados testes praticos onde se observou voos
com resultados satisfatérios, mesmo apos algumas simplificacfes feitas no modelo
dindmico do sistema. Nao foi feito um comparativo direto entre os métodos,
entretanto, ambos mostraram-se controlaveis e estaveis em aplicacdes onde a taxa
de variacdo nos angulos foi pequena.

Com o sistema variante no tempo, o método RLQ mostrou maior
complexidade na elaboracé&o do algoritmo de controle, tendo em vista que a cada
iteragd0 gera-se uma nova matriz de ganho K, onde € necessério célculos com
matrizes no microcontrolador. Todavia, o microcontrolador mostrou-se capaz de
realizar estes célculos de forma satisfatoria.

PropBe-se a partir dos resultados obtidos realizar novas estratégia de
controle robusto, como por exemplo o RLQ robusto ou H,, onde mostra-se mais
eficaz na presenca de incertezas paramétricas e ruidos durante a operacao.
Desenvolver estes controladores em conjunto com estratégias de controle adaptativo

ampliando assim a estabilidade e robustez de voo.
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APENDICE A

Caodigo Fonte do Programa criado no MATLAB® para simular o método Lyapunov
proposto

clear all;
close all;
clc

% atribuicdo de valores aos parédmetros do modelo
Ix=0.0174775;

Iy=0.0181872;

Iz=0.0344789;

1 =0.29;

$matrizes no modelo espaco de estados
A=[0 1;

0 01;
B=[0 ; 1/1Ix]

C
D

eye (2);
[0;01;

$matriz de controlabilidade
Co=ctrb (A,B);

rank (Co) ;

if rank(Co) ==2

disp ('O Sistema é Controlavel')
else

disp ('O Sistema é ndo Controléavel')
end

[o)

% polindbmio caracteristico de segunda ordem

gsi = 0.8;

wn = 10; %rad/s

sSyms s

polinomio = s”"2+2*gsi*wn*s+wn”"2;

%polos a serem alocados

polos = roots ([l 2*gsi*wn wn”"2]);
polol polos (1,:);

polo2 = polos (2,:);

$Matriz de estads desejada
Ad=[polol 0 ;
0 polo2]

Kd=[1 1];

$matriz de observabilidade
Ob=obsv (Ad, Kd) ;



if rank (Ob) ==

disp('O Sistema é Observavel')
else

disp('O Sistema é ndo Observavel')
end

%$Determinar matriz P

pll=-1/(Ix*polol"2);
pl2=-1/(Ix*polo2"2);
p2l=-1/(Ix*polol);
p22=-1/ (Ix*polo?2) ;

P=[ pll pl2;
p2l p22];
i=eye (2);

$Determinar matriz de ganhos K
K=real (Kd*inv (P))

$Verificando
Ac= (A-B*K) ;
[T,Dl]=eig (A-B*K) ;

[num,den]=ss2tf (Ac,B,C,D)

T = 0.3; % Periodo de Amostragem T = 0.3 s

[numd dend] = c2dm(num, den, T); % FT discretizada com zero order hold
printsys (numd, dend, 'z') % Exibicdo da FT discretizada

dstep (numd, dend) % Resposta ao degrau da FT discretizada
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APENDICE B

Caodigo Fonte do Programa criado no MATLAB® para simular o LQR proposto

close all
clear all
clc

Ix = 0.0174775;
Iy = 0.0181872;
Iz = 0.0344789;

1 = 0.29;

a (Iy-Iz) / (2*Ix);
b = (Iz-Ix) / (2*Iy);
c = (Ix-Iy) / (2*Iz);
d=1 1/ Ix;

e =1/ 1y;

f =1/ Iz;

N eNeoNoNoNolle)

x0(:,1) = ones(6,1);
x1(:,1) = ones(6,1);
gll=0.101;



s}
Il
0]
<
(0]
w
*
[}

[

0 0 0 a*x0(6,cont) 0 a*x0(4,cont);

00010 0;

0 b*x0(6,cont) 0 0 0 b*x0(2,cont);

00O0O0O01;

0 c*x0(4,cont) 0 c*x0(2,cont) 0 01];
idx1 (cont = 1) * 3 + 1;

idx2 = idxl + 2;

temp = inv (R+B'*P*B);

= temp * B'*P*Ai

M =(P-(P*B * temp * B'*P));
P =((Ai'*M*Ai)+Q)

x0(:,cont+l) = (Ai-B*Ki) * x0(:,cont);

uOtimo (idx1l:idx2) = -Ki * x0(:,cont);

[KM, P,E] = dlgr(Ai,B,Q,R);
x1(:,cont+l) = (Ai-B*KM) *x1(:,cont);
ulOtimo (idx1:idx2) = -KM*x1l (:,cont);
end

disp('A lei de controle u*(k), k=0,1,.

disp('Implementado')

uOtimo

disp('Usando o comando dlgr')
ulOtimo

61

% Plotando
k =0:9;
k1 = 0:9;
x0"';
= x1"';

P
= o
[l

for 1 = 1:6
subplot (6,1,1)

plot(k,XO(:,i),'r*',k,Xl(:,i),'gO')
ylabel (sprintf ('x%d (i)', 1i));
grid;

end



