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RESUMO

RODRIGUES, L. M. R. PROJETO DE CONTROLADORES PARA SISTEMAS
MULTIVARIAVEIS UTIIZANDO ALOCA(;AO DE AUTO-ESTRUTURA. TCC. Centro
Federal de Educacédo Tecnoldgica de Minas Gerais — CEFET-MG. Araxa. 2015.

Na engenharia comumente sdo encontrados sistemas com entradas e/ou saidas
multiplas, denominados sistemas Multivariaveis ou MIMO (do inglés multiple-input
multiple-output). Técnicas de projeto de controladores para essa classe de sistemas
requerem importantes avaliacbes estruturais, visando obtencdo de desempenhos
satisfatorios. Portanto, objetiva-se neste trabalho uma pesquisa bibliografica de
métodos para equacionar controladores para estes sistemas, apresentando
diferentes tipos de modelamento e descrevendo sua motivacao, definicdo, aplicacao
e solucdo dada em termo de equacionamentos. Posteriormente faz-se um estudo
aprofundado do método via analise de Auto-Estrutura obtendo-se um controlador e
analisando-o com o objetivo de verificar sua eficiéncia no equacionamento de

controladores MIMO em comparativo com o método via equacao de Lyapunov.

Palavras-chaves: projeto de controladores, sistemas Multivariaveis, analise de

Auto-Estrutura, equagéo de Lyapunov.



1 INTRODUCAO

1.1 Importancia do tema

A engenharia diz respeito a capacidade de aplicar os conhecimentos
cientificos de forma pratica a fim de produzir novas utilidades para o beneficio da
humanidade. Diz respeito aos engenheiros de sistema de controle compreender,
aplicar e prever os segmentos a sua volta, denominados frequentemente de
sistemas, com a intuito de dotar a sociedade de produtos mais confiaveis e

versateis, e sua producdo mais simples e econémica.(BISHOP & DORF 2001).

O controle dos sistemas, aqui tratado como processo produtivo industrial, de
modo automatico em oposi¢cao ao manual € denominado automacéo. Na sociedade
industrial moderna a automacéo € utilizada amplamente em diversas industrias tais
como gquimicas, de energia elétrica, automobilistica, siderudrgica, dentre outras. Para
obter a automacédo de um sistema, € necessario ter uma visao global do processo a
ser automatizado, e combinar esse conhecimento com 0s principios

de elétrica, mecanica, eletrbnica e computacéao.

Dessa forma, os sistemas de controle, que sdo uma parte integrante da
sociedade, consiste em subsistemas e processos (plantas) construidos com o
objetivo de se obter uma saida com desempenho desejado, para uma entrada

especifica conhecida.

A figura 1 apresenta um sistema de controle em sua forma mais simples, em

gue a entrada corresponde a uma saida desejada.


https://pt.wikipedia.org/wiki/El%C3%A9trica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Mec%C3%A2nica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Eletr%C3%B4nica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Computa%C3%A7%C3%A3o

Figura 1: Descricao simplificada de um sistema de controle.

Entrada, estimulo Sistema de Controle |Saida, resposta

v
v

Resposta desejada Resposta Real

Fonte: Elaboracdo Prépria

Segundo Araujo (2007), o objetivo principal do estudo desses sistemas é
resolver o que se costuma determinar como o problema de controle, mas, para que
se possa apresentar uma formulagdo geral para esses, algumas definicdes sao

necessarias,:

Planta: E uma parte de um equipamento ou instalacdo industrial, um conjunto de
itens que funcionam juntos, com finalidade de desempenhar uma determinada

operacao.

Processo: Trata-se de uma operagcado que avanga progressivamente, caracterizada
por um conjunto de mudancas graduais que se sucedem de modo alusivamente

preciso, atingindo um determinado obijetivo.

Sistema: E um conjunto de partes que estdo conectadas ou relacionadas de tal

maneira a formar um todo.
Sistema fisico: E uma parte do sistema que foi demarcada para estudo.

Especificacbes de desempenho: S&o descricbes do comportamento a ser

apresentado pelo sistema fisico, conforme solicitacdo do usudario.

Modelo: Consiste na representacdo de certas caracteristicas dos sistemas fisicos

que sdo proeminentes para seu estudo.

Controle: E a acdo de fazer que um sistema fisico atenda as especificacbes de

desempenho determinadas anteriormente.

Controlador: Dispositivo utilizado para obtencéo do controle do sistema fisico.



Sistema de controle: Conjunto formado pelo sistema a ser controlado e o
controlador.

Sistema de controle em malha aberta: Consiste em um sistema em que o sinal de
saida ndo possui nenhuma influéncia sobre a entrada desejada. Uma representacao

genérica para esse sistema encontra-se na figura 2.

Figura 2: Descricao simplificada de um sistema de controle em malha aberta

Set-Point (SP) Variavel Manipulada(MV) Varavel de Processo(PV)
Entrada Desejada Sinal de Controle Sinal de saida
Controlador Planta

\ 4

Compensador

Fonte:Elaboragdo Propria

Sistema de controle em malha fechada: Consiste em um sistema onde o sinal de
saida influencia na entrada desejada. Uma representacdo para esse sistema

encontra-se na figura 3.

Figura 3: Descricdo simplificada de um sistema de controle em malha fechada.
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Fonte: Elaboracao Propria

Com base nas definicdes apresentadas segue que um problema de controle
cuja representacdo encontra-se na figura 4, consiste em definir uma forma de
simular um dado sistema fisico de modo que o seu desempenho atenda as

especificacdes previamente determinadas.
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Geralmente ndo € possivel alterar a estrutura funcional de sistema, dessas
forma as especificacbes sao atingidas mediante o projeto e implementacdo de

controladores (compensadores).

Figura 4: Representacdo de um problema de sistema de controle.
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Implementacao

Fonte: Elaboracéo Prépria

Para que essa implementacdo ocorra de maneira satisfatoria e com
resultados 6timos, ou seja, para que o controlador garanta a estabilidade desejada
dos sistemas, é necesséaria uma formulacao tedrica sélida. Deste modo as teorias de
controle que veem sendo desenvolvidas e aperfeicoadas ao longo dos anos,

apresentando um papel de suma importancia na engenharia.

Em um breve histérico sobre o desenvolvimento dessas teorias, vale citar que

o primeiro trabalho significativo de controle automatico data do século XVIII, trata-se



do regulador centrifugo construido por James Watt para o controle de velocidade de
uma maquina a vapor. Desde entdo, outros trabalhos importantes nos primeiros
estagios do desenvolvimento da teoria de controle surgiram, como o de Minorsky em
1922, que trabalhou em controladores automaticos para pilotagem de embarcacdes
e demonstrou como a estabilidade poderia ser determinada a partir de equacodes

diferencias que descrevem o sistema.

Durante a década de 1940, métodos de resposta em frequéncia
(principalmente os métodos com base nos diagramas de Bode) tornaram possiveis
aos engenheiros projetar sistemas de controle linear de malha fechada que
satisfazem o desempenho requerido. Muitos sistemas de controle industrial das
décadas de 1940 e 1950 usavam controladores PID no controle de presséao e
temperatura etc. No inicio da década de 1940, Ziegler e Nichols criaram regras para
0 ajuste de controladores PID, no chamado método de Ziegler-Nichols. Do final da
década de 1940 ao inicio da de 1950, o método do lugar das raizes, gracas a Evans,
foi plenamente desenvolvido. (OGATA 2011).

Os métodos citados brevemente no paragrafo anterior sdo a esséncia da
teoria classica de controle e conduziram a sistemas que sédo estaveis e satisfazem

um conjunto de condi¢cdes de desempenho relativamente arbitrarias.

Esses sistemas sdo, em geral, aceitaveis. Contudo, a tendéncia moderna dos
sistemas de engenharia € aumentar a sua complexidade, principalmente em virtude
da necessidade de realizar tarefas dinamicas e de alta precisdo. Sistemas
complexos podem ter entradas e saidas mdultiplas (sistemas multivariaveis) e ser
variantes no tempo. Assim, a sua descricao passa a requerer um grande namero de
equacdes tornando o modelo complexo. Desse modo, a teoria classica de controle
torna-se insuficiente para os rigorosos requisitos relativos a precisao, eficiéncia e

desempenho em diversas aplicac¢des.

Em razdo das necessidades desse novo contexto surge a teoria de controle
moderno, com uma nova abordagem para a analise e o0 projeto de controladores de
sistemas complexos que vem sendo desenvolvida desde aproximadamente 1960.

Essa nova teoria tem como base o conceito de estado e a analise no dominio do
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tempo, visando obtencdo dos desempenhos satisfatérios para essa classe de

sistemas.

Entretanto, a obtencéo de controladores nao é trivial e as técnicas de projeto
requerem importantes avaliagcdes estruturais. Por tudo isso, torna-se necessario um

estudo aprofundado de técnicas de controle multivariavel.

E claro que ndo se deve abandonar, repentinamente, décadas de
conhecimento acumulado, mais sim procurar amplia-lo substancialmente com novos

conhecimentos ja devidamente formalizados.

Assim, na busca de novos conhecimentos e com a finalidade de alcancar
melhores resultados no universo da engenharia de controle moderno, apresenta-se
a teoria de estabilidade de Lyapunov, que devidamente aplicada as técnicas de
projeto de controladores tem servido de base para que muitos métodos, envolvendo
estabilidade e desempenho, desenvolvam-se apresentando resultados

extremamente satisfatorios.

Assim, objetiva-se com esse projeto apresentar um estudo aprofundado de
carater investigativo de forma a analisar a eficiéncia e o desempenho para
equacionamento de controladores com base na teoria de controle moderno, por
meio da andlise de Auto-Estrutura, em comparativo ao método via equacdo de
Lyapunov com a finalidade de verificar se o primeiro apresentara resultados

altamente satisfatorios tal qual o segundo, amplamente difundido na literatura.
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2

OBJETIVOS

2.1.1 Objetivo Geral

Investigar se 0 método para projeto por analise de Auto-Estrutura é tao

eficiente no equacionamento de controladores para sistemas Multivaridveis quanto o

meétodo via equacao de Lyapunov.

2.1.2 Objetivos especificos

a)

b)

f)

Apresentagdo os diferentes tipos de modelamento para sistemas MIMO:
Defini¢ao, aplicacao.

Apresentacdo da técnica de alocacdo de polos pelo método via equacao de
Lyapunov;

Apresentacao de projetos para controladores no modelo espacgo de estados.
Apresentacdo um estudo aprofundado da técnica alocacdo de polos pelo
método de Auto-Estrutura;

Obtencdo dos controladores utilizando a técnica de alocacdo por Auto-
Estrutura para sistemas multivariaveis;

Andlise de desempenho dos controladores obtidos via simulacdo no software
Matlab®.

12



3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo serdo estudados conceitos preliminares referentes a teorias
matematicas, a fim de fundamentar e apresentar resultados e conceitos que serédo

altamente utilizados no decorrer do presente trabalho.

3.1 Autovalores e Autovetores:

Segundo Boldrini, Costa, Figueiredo e Wetzler (1986), dada uma transformagéo
linear de um espacgo vetorial nele mesmo, objetiva-se saber quais vetores sao
levados em mudltiplo de si mesmo; isto é, busca-se um vetor v € V e um escalar A € R

tais que T(v) = Av.

O escalar A serd chamado de autovalor ou valor caracteristico de T e o vetor v

um autovetor ou vetor caracteristico de T.

Neste caso T(v) sera um vetor de mesma “diregéo” (pertencentes a mesma
reta suporte) que v. Como v = 0 satisfaz a equacédo para todo A, estaremos

interessados em determinar vetores v # 0 satisfazendo a condi¢céo acima.
Definigédo:

Seja: T:V —» V um operador linear. Se existrem ve V,v#0,e A e R tais que

Tv=Av, A € um autovalor de T e v um autovetor de T associado a A.

Observe que A pode ser um numero 0, embora v ndo possa ser um vetor nulo.

De um modo geral toda a transformacao
T: R?2 -» R?

v—av,a#0

13



tem a como autovalor e qualquer (x, y) # (0,0) como autovetor correspondente.

Observe que T(v) é sempre um vetor de mesma direcao que v.

Ainda mais se:

)] a <0, T inverte o sentido do vetor.
i) || > 1, T dilata o vetor.
i) |a| <1, T contrai o vetor.

iv) a=1,T éaidentidade.
Teorema:

Dada uma transformacado T:V — V e um auto vetor v associado a um autovalor

A, qualquer vetor w = av (a # 0) também ¢é autovetor de T associado a A.

O conjunto formado pelos autovetores associados a um autovalor A e o vetor

nulo é um subespaco vetorial de V, isto €, VA ={v € V: T(v) = Av} é subespaco de V.

O subespago VA = {v € V: T(v) = Av} € chamado o subespaco associado ao

autovalor A.

3.1.1 - Autovalor e Autovetor de uma matriz:

Dada uma matriz quadrada, A, de ordem n, estaremos entendendo por
autovalor e autovetor de A autovalor e autovetor da transformacdo linear
Ta:R"—R", associada a matriz A em relagdo a base canoénica, isto é, Ta(v) =A.
v (na forma coluna). Assim, um autovalor A € R", sdo solucéo da equagao A . v = Av,
v #0.

Aplicacgéo:

Dada a matriz diagonal

14



all 0 - 0
0 a22 - 0

0 0 <« ann

e dados os vetoresex =(1,0, ...,,0),e2=(0, 1,0, ...,0), ...,en=(0, 0, ...,0, 1), tem-se
all
A.ei1= 0 = anei1 e em geral,
0

Aei = ajiei. Entdo, esses vetores da base canbnica de R" sdo autovetores para A, € 0

autovetor ej & associado ao autovalor ai;.
Polindbmio caracteristico:

Define-se polinbmio caracteristico de uma matriz, ou seja, da transformacéo
linear T: R" — R" a ela associada. Podemos estender esse conceito para qualquer

transformacao linear , T:V — V partindo do seguinte argumento.
Argumento:

Seja B uma base de V, entdo seguem as equivaléncias:

(115 = a1] - 1B = 0
det ([T15- 21) =0
onde,

det ([T]5 - A1) = P(2)

Observa-se que a ultima condicdo e dada por P(A) = 0 onde P(A) é o

B

polindmio caracteristico da matriz [T].

15



Neste caso P(A) também sera chamado polinbmio caracteristico da
transformacdo T e suas raizes serdo os autovalores de T. O fator fundamental nesta

definigdo é sua independéncia da base B escolhida.

De fato, seja a uma outra base de Ve A = [T]g.

Entao:
det ([T]% - Al) = det (A[T15 A~ - 2AIA7?)
det |A([T1} - A1) A7

det (A) . det (([T]}; - AI) . det (A7)

det ([T15 - AI) = P(N).

3.2 - Sistemas Multivariaveis

Em geral, sistemas Multivaridveis (do inglés MIMO multiple input — multiple
output) sdo representados por varidveis de estado, ao invés de funcdes de
transferéncia. Isso se deve ao fato das analises e projeto serem mais facilmente

obtidos neste modelo.
Considere o sistema.

{X(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

x(t) € IR", vetor de estado

X(0) condic¢0es iniciais

u(t) e IR™, entradas do sistema
y(t) € IRW,saidas do sistema

A, B, C e D matrizes com dimensdes apropriadas

16



AgIRM
B e IRanU
C e IR
D e IR

Se nu = ny = 1 o sistema e dito Monovariavel ( do inglés SISO — single input —
single output).

A representacdo entrada (s) /saida (s) do sistema € dada através da Matriz

Funcéo de Transferéncia e ndo mais somente uma Fungao de Transferéncia.

3.2 - Conceito de Espaco de Estado

3.2.1 - Estado:

Conceito: “O estado de um sistema dindmico € o menor conjunto de variaveis, tais
que o conhecimento dessas variaveis em t = t,, junto ao conhecimento da entrada
para t > t,, determina completamente o comportamento do sistema para qualquer
instante t > t,”( OGATA 2011).

3.2.2 -Variaveis de Estado:

Conceito: “As variaveis de estado de um sistema dindmico sdo aquelas que
constituem o menor numero de variaveis que sao capazes de determinar o estado
desse sistema dinamico” (OGATA 2011).

3.2.3 Vetor de estado:

Conceito: “Um vetor de estados é aquele que determina univocamente o estado do
sistema x(t) para qualquer instante t > t,, ema vez que € dado o estadoem t = t,,
a entrada u(t) parat > t,,eé especificada” (OGATA 2011).

17



3.2.4 Espaco de Estados:

Conceito: “O espaco n-dimensional, cujos eixos coordenados sédo formados pelos
eixos de xq, x5, ..., X, ONde x4, x5, ..., X, SA0 as variaveis de estado. Qualquer estado

pode ser representado por um ponto no espacgo de estados”( OGATA 2011).

3.2.5 - Equacdes no Espaco de Estados:

“A andlise no espaco de estado envolvem trés tipos de variaveis que estao
presentes na modelagem de problemas dinamicos: varidveis de entrada u(t),
variaveis de saida y(t) e variaveis de estado x(t)"(OGATA 2011).

A equacdo de estado é um conjunto de n equacdes diferenciais de primeira
ordem com n variaveis, onde as n variaveis a serem determinadas sdo as variaveis

de estado.

Ja a equacado de saida € a equacado algébrica que expressa as variaveis de
saida de um sistema como combinacdes lineares das variaveis de estado e das
entradas. Esta equacdo € utilizada para se calcular quaisquer outras variaveis do

sistema.

A representacdo de dado sistema no espaco de estados ndo é Unica, mas o
numero de varidveis de estado é o mesmo para qualquer uma das diferentes
representacbes do mesmo sistema no espaco de estados, denominada ordem do

sistema.
Dessa forma, as equacgdes no espaco de estados e dado por:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

e a equacao de saida é dada por:

y(t) = Cx(t) + Du(t)
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Parat > t, e em condig¢es iniciais, x(to), onde:

A: matriz de estados

B: matriz de entrada

C: matriz de saida

D: matriz de transigao direta

X: vetor de estados

x: derivada do vetor de estado em relagéo ao tempo
y: vetor de saida

Se as matrizes A, B, C, D sdo funcbes do tempo, o sistema é dito variante no

tempo. Caso contrério, ele é denominado invariante no tempo.

3.2.6 - Equivaléncias Espaco de Estados para Matriz Funcdo de

Transferéncia (MFT)

Seja a equacao no espaco de estados com condi¢des iniciais nulas

x = Ax(t) + Bu(t)
{ y = Cx(t)

Aplicando-se a transformada de Laplace nas equacdes:

L{x} = X(s)
L{u} = U(s)
Ly} =Y(s)
Segue que:

sX(s) = AX(s) + BU(s)
{ Y(s) = CX(s)

sX(s) —AX(s) = BU(s)
{ Y(s) = CX(s)
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(sl — A)X(s) = BU(s)
L Y(s) =CX(s)

((sI — A7 (sI — A).X(s) = (s — A)"".BU(s)
Y(s) = CX(s)

(X(s) = (sl — ALBU(Gs) (D
Y(s) = CX(s) aIn

Substituindo | em Il na equacéo , obtém-se:

Y(s) = C(sI— A)~".BU(s)
Y(s) = G(s) . U(s)
Portanto, a matriz fungéo de transferéncia é dada por:
G(s)=C(sl— A)™'B
com dimensao G(s) € IRW*

Como (sI — A) corresponde ao polinbmio caracteristico de G(s), os autovalores

de A correspondem as raizes do polinbmio caracteristico, ou seja, aos polos de G(s).

3.3 - Equivaléncias entre Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO) e

Matriz Funcéo de Transferéncia (MFT)

Considere o sistema TITO (two input/ two output) modelo através das equacdes

dindmicas:

{371"‘ 2y1—¥:=03 1+ u,
y1+y2=2l5u2

Supondo condi¢des iniciais nulas e aplicando-se a Transformada de Laplace

obtém-se a Matriz Fung&o de Transferéncia G(s).
L{yl} = Y1(s)
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L{y2} = Y2(s)
L{ul} = Ul(s)

L {u2}

U2(s)

LIVi+ 2 1 — v, =03 1y + uy]

s2Y1(s) + 2s Y1(s) - Y2(s) = 0,3s U1(s) .U1(s)
Yi(s).(s2 + 2s) - Y2(s) = U1(s).(0,3s + 1)
L[y, + ¥, = 2,5u,]

sY1(s) + s2Y2(s) = 2,5U2(s)

O sistema dessa forma fica assim representado:

V1

o =0 2]

[52+25 -1 [Yls] _ [0,3$+1 0] Uls]
s s21|Y,s| 0 2,51U,s

onde:

D(s) = [52 -: 2s ;21]

e =[]
N(s) = [6'350+ ' 2(,)5]
v = i

A formulacdo acima representa a forma do modelo dindmico em s e, em

sistemas MIMO genéricos, e é dada por:
D(s).Y(s) = N(s).U(s)

onde D(s) e N(s) sdo matrizes polinomiais na variavel s.
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Assumindo D(s) invertivel segue, a principio, que a saida pode ser expressa

em funcao da entrada:
Y(s) =D L.N(s).U(s) = G(s).U(s)

A matriz D(s).N(s) é chamada Matriz Fungdo de Transferéncia, onde cada

elemento € um quociente de polindmios.

Desse modo, retomando o modelo:

Yls] _ [52 +2s —1]‘1_ [0,330+ 1 2(?5] [Zzi]

N s s2
sendo que,
1 1
[52+Zs —1]_1= 1 [sz 1 ]= s34+2s2+1 s*t+2s3+s
s s? s*+2s3+5s |-s s%+42s 1 s+ 2
s3+2s24+1 s3+2s2+1
Assim,
1 1
Yls] _|s3+2s2+1 s*+2s3+s [0,35 +1 0 ] [Uls]
Yys 1 s+2 ' 0 2,51|U,s
s3+2s24+1 s3+42s2+1
[ 03s*+s 2,5 1
Y15]= |s3+2s2+1 s*+2s3+5]| U15]
Yas —0,3s—1 2,55+ 5 J U,s
s3+2s24+1 s3+2s2+1
Portanto,
[ 03s*+s 2,5 1
_Is3+2s2+1 s*+2s3+5]
G(s)=1"_03s—1 2,55 +5 J
s34+ 2s24+1 s3+2s2+1

Neste exemplo tém-se nu=ny=2, ou seja, duas entradas e duas saidas.
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3.4 Polos e Zeros de uma Matriz Funcéo de Transferéncia (MFT)

Os elementos da MFT sao funcgbes racionais na variavel s. Para o caso SISO,

uma funcéo de transferéncia dada por:

onde os polos e zeros sdo as raizes do numerador e denominador, respectivamente.
Para o caso MIMO, tal conceito é dado da seguinte maneira:

Dada G(s) nyxnu:

sendo que N(s) é uma matriz polinomial e d(s) € um polinbmio. Vamos supor que

d(s) possui raizes da forma:

d(s) = m, (s—p)=(G—p)-(5— p2) .. .(5— pr)

Segue que pi sdo os polos do sistema.

3.5 Forma de Smith Mc Millan

E uma formulacdo que permite determinar os polos e zeros de um sistema
multivariavel. Os zeros de sistemas MIMO sdo denominados zeros de transmisséo e
tem a propriedade de bloquear a transmissédo, ou seja, fornecer saida zero em

resposta a entradas pertinentes a determinadas classes especificas.
Yis0) = G(so)- Uso) = 0

O nome zero de transmissao € porque se referem a transmitancia do sistema.
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Seja G(s) uma matriz funcao de transferéncia de dimensédo Ny x Nu (Ny saidas e
Nu entardas). Considere gij(s) = %ﬁz o elemento da i — ésima linha e j — ésima coluna

de G(s). Defina d(s) o mmc de todos os denominadores qij(s),i=1,...,1ej=1.

P11 Pinu
911 Y12 - Ginu ’-Q11 . Q1nu ]
G(s) = | 9z R ] =P
Iny1 - v Ynynu [Ele : EEXEEJ

Any1 Anynu

Para todo gj(s) ha um d;;(s) tal que

d(s) = Qij(s)-aij(s) (mmc)
Seja N(s) uma matriz Ny x Nu tal que cada elemento Nj é dado por:

N;;
gij(S) = #S)

n;j(s) = d(s).q;;(s)

nij(S) = CIij(S)-Eij(S)-gij(S)

pij(s)
aij(s)

nij(s) = ql’j(S)-Eij(S)- = aij(s)-pij(s)

N
G(s) = d((j))
ni1 e Nixnu
N(s)=[ 5 : ]
Nyx1 - MNpyxnu

Dada uma matriz P(s) NyxNu, existem matrizes U(s) e V(s), respectivamente

NyxNy e NuxNu tais que
A(s) = U(s).P(s).V(s)
sendo que A tem a forma :

o= [
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e I'(s) matriz diagonal de ordem r dada por:

dsy 0 0 0
[(s) = [o 4 0 0]
0 0 .. Mo

Considere a matriz racional

N(s)
G(s) = U(s).P(s).V(s) = U(s).m.V(s)

Temos que pela formula de Smith — Mc Millan

G(s) = [F(s) 0]

0 0
[A1(5) o 1
| d(s) |

r(s)=1 : |
| 0 A(s) |
| () |

As raizes de A1) na forma de Mc Millan sé&o os zeros de transmisséo de G(s) e

as raizes de d(s) sao os polos.

3.6 - Estabilidade:

Considere uma representacao em variaveis de estado:

x = Ax(t) + Bu(t)
{ y = Cx(t)

Teorema: Um sistema é estavel, se, quando u(t) = 0, para todo x(0), tem-se que
gim x(t)=0
Observagao: Se u(t) =0
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x(t) = ex(0)

Colorario: Um sistema é estavel, se, todos os autovalores da matriz A apresentam

parte real negativa.
Observacdo: Os autovalores de A sdo as raizes do polinbmio caracteristico

A(s) =det(sI —A) =0

3.7 - Controlabilidade e Observabilidade:

“Um sistema é dito controlavel no instante to se for possivel, por meio de um
vetor de controle ndo limitado, transferir o sistema de qualquer estado inicial X(to)

para qualquer outro estado, em um intervalo de tempo finito.

Um sistema serd dito observavel no instante t(0) se, com o sistema no
estado X(to), for possivel determinar esse estado a partir da observacdo da saida
durante um intervalo de tempo finito.” (OGATA 2011)

3.7.1 Controlabilidade:

Um sistema descrito pelo par (A, B) pode ser dito controlavel se existir um
controle u sem restricbes que possa transferir qualquer estado inicial x(0) para

qualquer outra localizacdo desejada x(t).
Seja o sistema:
X = Ax + Bu

E possivel determinar se o sistema € controlavel examinando-se a condic&o

algébrica

posto [B AB A’B ... A" 1Bl =n
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Para um sistema com uma Unica entrada e Unica saida, a matriz de

controlabilidade ¢ em termos de A e B,
C = [BAB A*B ... A" 1B]

Que é uma matriz nxn. Portanto se o determinante de C for ndo nulo, o sistema

e dito controlavel.

3.7.2 Observabilidade:

Refere-se a capacidade de se estimar uma varidvel de estado. Deste modo,
diz-se que um sistema pode ser observavel se a saida possuir uma componente

devida a cada uma das variaveis de estado.

Um sistema é observavel se, e somente se, existir um tempo T finito tal que o
estado inicial x(0) possa ser determinado a partir do histérico de y(t), dado o controle
de u(t).

Para o sistema:
Xx=Ax+ Bu y = Cx

E possivel determinar se o sistema é observavel examinando-se a condicdo

algébrica

C
posto C:A =n

CA;l_l

Para um sistema com uma Unica entrada e Unica saida, a matriz de

observabilidade 9 em termos de A e C,

C
9=| ¢4

a1
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Que é uma matriz nxn. Portanto se o determinante de 9 for ndo nulo, o sistema

e dito observavel.

3.7.3 - Extensé&o do conceito de controlabilidade e observabilidade para

sistemas multivariaveis:

Os conceitos sdo os mesmos. O que muda € o dimensionamento das matrizes
de conrolabilidade e observabilidade, que sdo os critérios para verificacdo de tais

propriedades.

Neste caso a Matriz de controlabilidade
C = [B AB ... A" 1B] tem posto linha completo.
sendo que
C ¢ [RTEnnu
Aplicacgéo:

Para o sistema com duas entradas e uma saida:

e[l et

—2 1 -
y=I[1 0]x
C = [B AB]
as=[, LI 2= 23
c=[; 1 25

Observa-se que as duas linhas de Cséao iguais, logo séo linearmente

dependentes e, portanto, o sistema nado € controlavel.

Postode ¢ =1< 2

Considere agora, um sistema no espaco de estados com ny saidas e y € IRV,
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O sistema é observavel se a matriz

C

9= Cfl tem posto coluna pleno.

a1
Sendo que a dimensdo da matriz é:
9 € [RMP-nxn
Aplicagéo:

Para o sistema com duas entradas e duas saidas.

V= [CCA]

CA = [(1) (1)”1 —12]=le —12]

1 0
0 1
1 1
4 =2

9 =

Observa-se que as colunas sao linearmente independentes, portanto o sistema

e observavel. Posto de ¥ = 2, completo.
Conclui-se que:

Sistema Controlavel —» Possivel fazer um Projeto de Controlador
Sistema Observavel —Possivel fazer um Projeto de Observador

Em termos de dimensfes, segue que no caso MIMO os ganhos de controle e

observacao, K e L, respctivamente, obtidos via projeto tém as seguintes dimensdes:

K € IR
L € IR

como sera visto na sequéncia do trabalho.
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4 ESTABILIDADE VIA LYAPUNOV

4.1 - Método de analise de estabilidade de um sistema

O método de Lyapunov, de acordo com Maia (2012), faz parte da teoria de
controle moderno e pode ser aplicado para sistemas lineares ou ndo lineares,
variantes ou invariantes no tempo e ainda fornece-nos uma ideia do comportamento

em estado transitério de um sistema.

A estabilidade é normalmente o requisito mais importante para um sistema de
controle, pois um sistema instavel além de ser um sistema muito dificil ou impossivel
de ser controlado ele é potencialmente perigoso podendo, por exemplo, levar a

explosédo de uma caldeira ou a queda de um avido.

A analise de sistemas segundo Lyapunov baseia-se na evolu¢ao temporal da
distancia entre a trajetéria x(t) e o estado de equilibrio x,. Seréo tracadas duas
regides S(6) e S(e) que sao regides proximas ao ponto de equilibrio onde S(6) é a
regido tracada por pontos equidistantes do ponto de equilibrio para um determinado
x # x.. Um estado de equilibrio x, é dito estavel no sentido de Lyapunov se,
correspondendo a cada S(e), ha um S(6) tal que trajetérias partindo de S(&) néo
saem de S(e) quando t tende ao infinito. Temos maneiras de classificar a

estabilidade de acordo com o comportamento do mesmo.

4.1.1 Estabilidade Assinto6tica

Um estado de equilibrio x, é dito assintoticamente estavel se toda solucao
partindo de S(6§) converge, sem sair de S(¢) para x, quanto t tende ao infinito

conforme a figura 5.
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Figura 5: Representacéo de estabilidade assintética.

S8 !!E

5(e),

Fonte: “Andlise de Estabilidade de Lyapunov” MAIA, Montes Claros, 2012(pg02)

4.1.2 Estabilidade Assintotica Global

Se a estabilidade assintética vale para todos os estados (todos os pontos do
espaco de estados) a partir dos quais se originam as trajetérias, o0 estado de
equilibrio é dito assintoticamente globalmente estavel. Ou seja, um estado x, é dito
assintoticamente globalmente estavel se toda solu¢cdo converge quando o tempo
tende ao infinito e ele € o Unico estado de equilibrio em todo o espaco de estados

conforme a figura 6.

Figura 6: Representacao de estabilidade assintética global

®

5(8)

5(€)

Fonte: “Analise de Estabilidade de Lyapunov” MAIA, Montes Claros 2012(pg02)
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4.1.3 Instabilidade

Um estado de equilibrio x, é dito instdvel se para um nimero real € > 0 sempre
exista um estado x, em S(6) tal que a trajetdria partindo desse estado sempre

abandona S(¢) , conforme a figura 7.

Figura 7: Representagdo de instabilidade

s(e)

Fonte: “Analise de Estabilidade de Lyapunov’ MAIA, Montes Claros 2012(pg02)

4.1.4 Classificacao de Funcdes Escalares

A funcdo de Lyapunov que serd vista na sequéncia trata-se de uma funcgéo
escalar. Para a analise da estabilidade de um sistema & necessario classifica-la
guanto ao seu resultado independente de cada elemento. Podem ser classificadas
como: Positiva Definida, Positiva Semi-Definida, Negativa Definida, Negativa Semi-
Definida ou Indefinida.

Positiva Definida

Funcdo escalar positiva definida € a funcdo V(x) > 0 para todos os estados
ndo nulos e V(0) = 0. Trata-se de uma funcdo que, independente das entradas,

sempre sera positiva exceto na origem, onde sera nula.

V(x) = x;2 + x,2
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Positiva Semi-Definida

Funcdo escalar positiva semi-definida é a fungdo V(x) >0 para todos os
estados. Ela é uma escalar positiva, porém pode ser nula em locais diferentes da

origem.

V(x) = (x1 + x,)*

Negativa Definida

Funcéo escalar negativa definida é a funcdo na qual - V(x) € dita positiva definida

V(x) = —x;% — (3x; + 2x,)?

Negativa Semi-Definida

Funcéo escalar negativa Semi-Definida é a funcdo na qual —V(x) € dita positiva

Semi-Definida.
V() = =(x1 + x3)?

Indefinida

7

Funcdo escalar indefinida € a funcdo V(x) que pode assumir tanto valores

positivos como negativos.

V(x) = x1x, + x,2

4.1.5 - Classificacdo das Formas Quadraticas

As funcdes escalares podem ser escritas na forma quadratica. Isso em
determinados casos fornece uma analise matematica mais simples e rapida,
especialmente em casos que depara-se com escalares mais longas e complexas.
Como ela € uma representacéo das funcdes escalares é possivel determinar qual €

a sua classificacao.
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A representacéo fica da seguinte maneira:

V(ix) = xT.P.x
P11 P12 .. Plny 1x1
Vx)=[x1 x2 .. xn]. P}Z P?Z Q: P%n .X?
Pin P2n .. Pnnd lxn

Onde P é uma matriz Hermitiana (real e simétrica).

Para classificarmos uma matriz utiliza-se o critério de Sylvester que diz que
para que a forma quadrética V(x) seja positiva definida todos os menores principais

sucessivos de P devem ter determinantes positivos, isto é:

P11> 0

P11 P12

P12 1022]>O

‘P11 P12 .. Pln
P12 P22 .. P2n|.,
LP1n P2n .. Pnn

V(x) = x*Px é positiva semidefinida se P é singular e todos os menores principais
séo positivos. V(x) é negativa definida se —V(x) € positiva definida e negativa semi-

definida se — V' (x) é positiva semi-definida.

4.1.6 - Métodos de Lyapunov
Primeiro Método de Lyapunov

Também conhecido como o Método Indireto ou Método da Linearizacéo,
permite investigar a estabilidade local de um sistema ndo-linear através do seu
modelo linearizado. Os sistemas nao lineares sdo aproximados por truncamento da
representacdo em seérie de Taylor em torno dos pontos de equilibrio e a sua
estabilidade é estudada através dos autovalores. Trata-se de um resultado de
grande relevancia prética, pois serve de base para projetos de controladores

utilizando modelos linearizados em torno do ponto de operagéo nominal.
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Porém, esse método requer um trabalho maior, pois demanda a resolucdo das
equacdes diferenciais do sistema o que pode ser complicado ou mesmo impossivel

de ser alcancado em determinados casos.

Segundo Método de Lyapunov

Também chamado de método direto de Lyapunov, ndo requer as solucbes das
equacdes diferenciais e baseia-se em um conceito bastante interessante que € o de
dissipacdo de energia. Da teoria classica da mecanica sabe-se que um sistema
vibratorio é estavel se sua energia total (uma funcdo definida positiva) for
continuamente decrescente o que significa que a derivada em relacédo ao tempo seja
definida negativa até que um ponto de equilibrio seja alcancado. Sendo assim
Lyapunov generalizou esse conceito onde, em todo sistema estavel, a energia
armazenada no sistema decresce com o passar do tempo. Para sistemas onde ndo
se consegue uma andlise pratica Lyapunov introduziu uma funcao de energia ficticia

gue pode ser aplicada a qualquer analise.

No método direto de Lyapunov o comportamento do sinal de V(x,t) e o de sua
derivada temporal V’(x,t) = dV(x,t)/dt fornecem informacdes sobre a estabilidade,
estabilidade assintética, ou instabilidade de um estado de equilibrio sem que haja
necessidade de se resolver diretamente as equacdes. Isto se aplica tanto para

sistemas lineares quanto nao lineares.

Portanto, a seguir o Método Direto sera tratado em detrimento do Indireto por

ser de abordagem mais simples e intuitiva.

Segundo Método de Lyapunov

Serdo analisados inicialmente um sistema linear invariante no tempo.

Considera-se o seguinte sistema nao forgado:

x = Ax
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onde x € um de estado e A uma matriz constante n x n e nado singular. Uma

possivel funcdo de Lyapunov sera adotada:
V(x) = x*Px
A derivada de V(x) ao longo de qualquer trajetoria é:
V(x) = x'Px + xtPx
Substituindo x por Ax, obtém-se:
V(x) = (Ax)'Px + xtPAx
= x'A'Px + x'PAx
= xt (A'P + PA)x

Como dito anteriormente a funcdo de Lyapunov é uma analogia a uma funcao
de energia onde, para um sistema estavel, sua energia total € uma escalar Positiva
Definida e sua variagdo ao longo do tempo € uma escalar Negativa Definida.
Portanto é condicdo suficiente que P e (A'P + PA) que podemos definir como - Q
sejam positivas definidas. A fim de se estudar a estabilidade do sistema é
conveniente determinar uma matriz Q e examinar a matriz P, pois a estabilidade do
sistema ndo depende diretamente da matriz Q escolhida em patrticular contanto que

ela seja positiva definida.
Consideracoes:
Ao aplicar esse teorema varias observacdes importantes sdo necessarias:

12 Se V(x) = x'Px + x!Px ndo se anula em nenhum ponto da trajetoria pode-se

definir Q positiva;

22 - Se escolhe-se uma matriz Q arbitraria positiva definida a resolu¢cdo da equacao
matricial Q = —(A*P + PA) é uma condicdo necessaria e suficiente P ser positiva

definida;
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32 - O resultado final ndo depende da matriz Q escolhida em particular, contanto que
ela seja positiva definida;

42 - Ao se determinar se existe ou ndo uma matriz Hermitiana positiva definida P é
conveniente escolher Q como | para simplificar os calculos para determinar os

elementos da matriz P.
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5 -PROJETO NO MODELO ESPACO DE ESTADOS

5.1 - Projeto por alocacao de polos

Neste método os polos em malha fechada sdo colocados nas posi¢cdes
desejadas, considerando-se que todas as variaveis sejam mensuraveis e que

estejam disponiveis para realimentacao.

Se o sistema for controlavel, entdo os polos de malha fechada poderdo ser
alocados em qualquer posicédo desejada por meio de uma realimentacédo de estado,

empregando uma matriz de ganho proporcional.
A realimentacéo € dada por:
u(t) = —kx(t)
sendo k a matriz de ganho.
O polinémio caracteristico do sistema em malha aberta é dado por:
@(s) = det(sl — A)
Ja4 em malha fechada segue que:

Our(s) = det(sl — (A — Bk) = det(s] — A + Bk)

5.2 - Método de projeto

Direto: Sabendo-se onde os polos desejados devem estar, basta fazer uma

comparacao entre o @des e 0 @mr, obtendo-se os elementos que compde R.
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Aplicacéo: Seja o sistema:
y=1[1 1]x
E os polos desejados: s=-3 e s=-2
I.  Determinar polos em malha aberta:
@(s) = det(sl — A)

o) =dee([g ][} o]

_ S —1 _ 2 — .
(D(s)—det[_1 S]—s 1=>s=+1;-1
ii. Determinar Qdes:
Pdes = (s+3)(s+2)=s?2+55s+6

iii. Determinar @me:
k = [k1 k2]1x2
QMF = det(SI - A + Bk)
_ s 0] _10 1 0
Our = det([o s] [1 0] + [1] [ kZ])
@MF :SZ+kzs+k1_1
iv. Determinar k:
@des = OwmF

s2+55s+6=s2+k,s+k;—1

~k=[7 5]
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5.3 - Formula de Ackermann

Nesta técnica, o ganho de realimentacéo k € determinado por:
k=[0 0 .. o0]c™'@des(4)

Sendo C a matriz de controlabilidade ¢ = [B AB A%2B .. A"'B] e o

@des o polinbmio caracteristico desejado substituido em A.
Aplicagdo: Seja o sistema:
. [0 1 0
s= 17 olx+[{]x
y=1[1 1]x

@des = s> +5s+ 6

C=[B AB]
-0
el !

@desA = A% +5A + 6.1

PdesA = [(1) (1)]+ g (5) + 8 2]
@desA = [; ;]

5.4 - Observadores de estado:

Considere o sistema:

{X(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)
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Suponha que n&do consigamos acessar diretamente o estado x(t). Precisamos,
entdo, projetar um observador de estados %(t) (estado observado ou estimado) de

X(t).
x(t) = x(t)
O sistema associado ao observador é dado por:

{fc(t) = A%(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

O erro de observacdo € a diferenca entre o estado real e o observado
(estimado) ou seja,

e(t) = x(t) — x(t)

O objetivo deste projeto € levar o erro a zero, isto é,
lim e(¢) = 0

A dindmica do erro é dado por:

ée(t) = x(t) — x(t)
e(t) = Ax(t) + Bu(t) — (AX(t) + Bu(t))

e(t) = Ax + Bu— AX — Bu

e =Ax — AX
e =A(x—X)
e=A.e

cuja solucéo é:
e(t) = e(uw).e4T

Neste caso, 0 erro tende a zero, se e somente se, A for estavel, ou seja, 0s

autovalores de A tiverem parte real negativa. Além de que a presenca de e(0) faz
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necessaria a condi¢cdo de observabilidade do sistema. Essas condi¢des sdo muito
fortes de serem atingidas. Assim, faz-se necessario modificar o modelo do

observador de estados.

Se acrescentarmos um fator de correcdo com base na diferenca entre o valor
real da saida e o seu valor estimado, ou seja, comparando Cx(t) com CXx(t)

ponderado por um ganho L, tem-se o observador de estados.
L— matriz de correcao de erro de estimagao que devera ser projetada
O modelo de observador é dado agora por:

X

=AX+ Bu+L(y —y),y =CX
¥ =A%+ Bu+ L(y — C%)
¥ =A%+ Bu+ Ly — LCX
¥=(A-LC)X+ Bu+Ly

E o erro dindamico passa a ser dado por:

ée(t) =x— X

é(t) = Ax + Bu— ((A— LC)X + Bu+ Ly
é(t) = Ax + Bu— (A — LC)X — Bu— Ly
é(t) = Ax — (A — LO)X — LCx

é(t) = (A—LC)x — (A— LO)X

e(t) = (A—LC) — (x — X)

é(t) = (A—LC)e

Cuja solucao é:
e(t) = e(0).eA-LO)t

Se os autovalores de (A-LC) forem alocados é possivel controlar a taxa com

que e(t) tende a zero.
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Teorema: Os autovalores de (A-LC) podem ser alocados arbitrariamente através da
escolha de um ganho L, se e somente se, (A,L) for observavel.

5.5 - Controlador baseado no observador

Para utilizar realimentacdo de estados como técnica de controle, os estados
devem estar disponiveis. Contudo, quando estes ndo podem ser medidos, mostrou-

se que € possivel utilizar o observador de estados x(t).

Considere, entdo, o sinal de realimentacdo utilizando o estado observado

dado por:
u=—kx
Assim, o sistema em espaco de estados passa a ser dado por:
x =Ax + Bu
x = Ax — BkX
Somando-se e subtraindo-se o termo Bkx obtém-se:
X = Ax — BkX + Bkx — Bkx
x = (A — Bk)x — Bk(X-x)
sendo que o erro é dado por:
e = (X-x)

Uma forma de se analisar o sistema realimentado por estado observado

(OGATA 2003), consiste em analisar um vetor aumentando Xa = [Z]

Assim, a equagéao dinamica torna-se:

Xa = Aa. Xa

e=(A—-LC).e
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(=107 A2

d(s) = det([s O] _ [A —OBK —BK D

0 s A—LC
_A+Bk  —-Bk
0(s) = det [ 0 s—A+LC]

onde k € o ganho do controlador e L € o ganho do observador.

Propriedade: Dada uma matriz bloco triangular

Xy
0 z

&
Entdo det(P) = det(x).det(z)

Pela propriedade de determinantes, conclui-se que os autovalores do sistema
realimentado por estado observado, constituem dois conjuntos distintos de
autovalores, isto €, um conjunto de autovalores devido ao projeto do controlador e

outro conjunto devido ao projeto do observador.

Assim, verifica-se o principio da separacdo do projeto do controlador e do
observador que podem ser elaborados de forma independente.

5.6 - Projeto de controladores para sistemas multivariaveis

Esse método propde uma forma relativamente simples para projetar uma

realimentacdo de estados que posicionem os autovalores em malha fechada.

O projeto para o caso multivariavel € mais complexo e segue 0s seguintes

procedimentos.

i. Seja A uma matriz com os autovalores desejados em malha fechada, onde

nao existe autovalores comuns entre A e A.

ii. SejaK €IR™™" (m entradas e n estados) tal que (/T e E) € observavel.
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iii.  Determine P, solugéo da equacgéo de Lyapunov.
AP — PA=BK
iv.  Se P é singular, selecione outra matriz K. Se P é singular K = KP~1.
A(A) = (A — BK)
Aplicagdo: Dado o sistema:
<[y Gesly e
y=1[2 1lx

Autovalores desejados em malha fechada:

s=—-1les=-2,comu=—Kx

m=2en=2

) A= [ 0)AD =2
=21 2 #1
. =~ 1 2
i) K= [3 4
1 2
9= [!.(~] =3 4 ‘ observavel
K -1 -
-3 -8
iii) AP — PA =BK
_Ja b
P= [c d

R ] B VA Pt B PR | PR

o 3 =5 4

2a=1=>a=1/2
3b=2=b=2/3
2c=3=>c=3/2
3d=4=>d=4/3

L[z 23
P‘[s/z 4/3



detp = _ 2
=T

Pl = [9;}2 —5?/2]

iv) K= Kp~?!

o= 7

5.7 - Projeto Observadores para sistemas Multivariaveis

E um procedimento analogo ao executado para o projeto do controlador dado

pelos seguintes passos:
Seja (A, C) observavel. O projeto segue 0s seguintes procedimentos.

i. Seja uma matriz F, tal que os autovalores de F sejam os desejados e A(F) #

A(A).
ii. Seja L uma matriz qualquer tal que (F, L) sejam controlavel.

iii.  Encontre P que satisfaca PA- FP = LC.

iv.  Se P é singular, escolha outro L caso contrario L = P~'L

AF) = A(A—LC)

Aplicacédo: Dado o sistema:

< g

M o
Y= [0 z]x
Autovalores desejados em malha fechada

s=—-2es=-3
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FZZ[_OZ —03][(2) 2]:[_04 —03]
iii) PA—FP=1IC
[0 dll W10 ST a=l 3l ]
5a=2 =>a=2/5
3b=0=>b=0

6c=0>=>c=0
4d=2>d=1/2

pi=f7 )

iv) L=P1[
=L 3l =06 2

A(F) = A (A —LC)

T 1 I S [ F N

5.8 - Procedimento alternativo para analise das propriedades do

sistema

O Gramiano de Controlabilidade P = PT e o Gramiano de Observabilidade

Q =QT podem ser calculados como solucéo das seguintes equacdes de Lyapunov.
AP + PAT+BBT =0
ATQ+QA+C'C=0

O sistema é controlavel se a matriz P, solucdo da equacdo de Lyapunov, €
definida positiva ( P>0). De modo analogo, o sistema e observavel se Q é definida

positiva, Q>0.
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6 -ALOCACAO DE AUTO - ESTRUTURA

A Analise de Auto Estrutura (AAE) teve origem nos estudos dos fenbmenos
observados em cordas oscilantes e da conducdo do som pelo ar, em que se
verificou a necessidade de lidar-se com véarios modos e frequéncias que ocorrem

nestes sistemas.
Breve Historico:

Segundo Kailath (1980), a alocacdo de autovalores foi a primeira aplicacdo do
método de espaco de estado em um sistemas lineares. Um trabalho de grande
relevancia foi desenvolvido por Wonham (1967), o qual estabelecia que os
autovalores de malha fechada de qualquer sistema controlavel podem ser
arbitrariamente alocados através de realimentacdo de estado. Podem-se considerar
os resultados apresentados por Moore (1976), como muito importantes no estudo da
problemética da alocacdo completa de AE. Ele prop6e em reconhecimento da
liberdade oferecida, além das especificacbes de projeto, pela realimentacdo de
estados em sistemas multivariaveis quando os autovalores sao distintos; esta

liberdade refere-se a escolha de auto- valores.

6.1 Resposta do sistema dinamico:

Primeiramente, se expressa a equacdo de estado em termos de autovalores

associados.

Dado o sistema linear invariante no tempo, controlavel e observavel:

x = Ax + Bu
y =Cx
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Onde, x € IR, u € IR™, A € IR™™ uma matriz que representa a dinamica do
sistema, B € IR™™ uma matriz que representa a ponderacdo do controle, C € IR"

uma matriz que representa a saida.
Aplicando a transformada de Laplace:
L(x = Ax + Bu)
sx(s) —x(0) = Ax(s) + Bu(s)
Obtém-se a solucédo no dominio da frequéncia:
x(s) = [sI — A]7*x(0) + [sI — A]"*Bu(s)
Aplicando a transformada inversa de Laplace:
L™ Y{[sI — A]"*x(0) + [sI — A]"*Bu(s)}
L™ {[sI — A]71}x(0) + L7Y{[sI — A]"*Bu(s)}
sendo que,
L [s] — A"t = et

Obtém-se a solugéo no dominio do tempo:

t
x(t) = e4tx(0) +f eAt=DBy(1)dt
0

Substituindo essa equa¢do em y = Cx tem-se a saida do sistema dada por:

t
Y(0) = CeAtx(0) + f CeAt-DBy(r)dr
0

Como A é uma matriz que representa a dinamica do sistema 0s espectros dos

autovalores de o(A) é o conjunto das raizes da equacao caracteristica dada por:

QM) =M —-Al=1"+a, A" 1+ + a1+ a,
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Quando todos autovalores da matriz A no modelo espago de estados sao
distintos, existe uma matriz modal T, tal que a igualdade TA = AT é satisfeita. Dessa
forma, obtém-se uma matriz diagonal A, de tal forma que os elementos da diagonal

sdo os autovalores da matriz A, assim:
A=TTAT

As colunas da matriz T sdo os autovetores v;, que estdo associados aos

autovalores 4;, e satisfazem a equacéo:
[Al — Alv; =0
Aplicacédo: Seja a matriz A:
4= [_12 411]
1° passo:
Determinar os autovalores de A:

P(1) = det(Al — A)

= ([} 912 )-c

-1 —171_
detz[ 3 1_4]_0
A-1).(1—4)+2=0

A2 —-514+4+4+2=0

A2 —514+6=0
/11=3e/12=2
2° Passo:

Determinar 0os autovetores de A:

Para 1, = 3:
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[Al —Al.v=0
Gl =15 4D-BI=1)
(o s1-15 )-I=[6]

2 ZillI =

2a—b =0
2a=boua= 5
v =[]

b 1
[

Lb 1

20 =[5

m =[]

Para 1, = 2 de modo analogo:
v = [3]

3° Passo:

Determinar a matriz de autovetores T e sua inversa T1:

S

T—lz_il[

= [_21 —11]

4° Passo:
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Encontrar a matriz diagonal:

A =T AT
=15 A A s
a=[ S

= Y

que é uma matriz diagonal, cujos elementos que compfe a diagonal sdo os

autovalores 3 e 2 de A. Para voltar a matriz A, basta pré-multiplicar A por T e o p0s-

multiplicar por T2, obtendo-se:
A = TAT™?
Série de McLaurin de f(x) = e*

A expanséo é dada por:

2

x° . xt y x
f(x)zf(o)-a‘Ff(O)ﬁ"‘ f(O)E‘F

0 xl xZ

X
0 0 0
e(x)—e.0!+e 1!+e T

2 x‘l’l

=1+x+—++—
2 n!

xn
U0 —

Como na solucéo da equacao de estados do sistema:

x = Ax + Bu

t
x = x(0).e4t + f e4t-0 B(1)dr
0

Segue que o termo e“t pode ser escrito através dos autovalores de A, ou seja

eAt — TeAtT—l
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Para calcular exponencial de uma matriz através da expanséo da série de
McLaurin, basta considerar:

2 A3

At _ R B
e —I+A+2!+3!+

A = PAP!

—-1\2 —-1N\3
(PAP™)?  (PAP™)

At __ -1
e =1+ PAP™ + o0 30

PA’P~1 pASPTE

At __ -1
e =1+ PAP™ + o0 + 3

PA%t?p1 4 PA3t3P~T

At _ -1
e =1+PIP™" + T 3

A% (Ab)3
eAf=P<I+At+( ) +( )>P‘1

2! 3!
Onde,
AD? (A%
<I+At+ T + T =e
Portanto:

eAt — PeAtP—l

Expandindo a equacao obtém-se:

e/llt 0 0 0 w]
2t 0 0 T
At _ 0 e w3
et = [vyv, ..v
[ 1v2 n]lxn 0 0 el3t 0 :
Ant
0 0 0 e"™llw!
et = v el + v,e??t @l + - + v et w!
n
oAt — z vy ety
i=1
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Sendo 4; 0 i — ésimo autovalor do sistema, v;a i — ésima coluna de T (i — ésimo

autovalor a direita), e w! a i — ésima linha de T-Y(i — éstoimo autovetor a esquerda).

6.2 Atribuicdo de Auto-Estrutura

Diferente do problema de posicionamento de polos, onde apenas o0s
autovalores desejados sao selecionados, a atribuicdo de uma auto-estrutura ao

sistema realimentado atribui autovalores ao sistema em malha fechada.

Equacionar controladores associados a sistemas multivariaveis continuos no
tempo, resume-se a obtencdo de um ganho K de realimentacao, tal que o polindbmio
caracteristico do sistema realimentado (como vemos na figura 8) tenha as raizes
desejadas com parte real negativa. Dessa forma, a estabilidade do sistema é

alcancada.

Figura 8: Representacdo de um sistema realimentado.

W B | (sla) ¥ ~ —

Fonte: Elaboracao Prépria

A existéncia do ganho K s é garantida se o par (A,B) for controlavel, ou seja,
se para qualquer estado inicial x (0) e para qualquer estado final x(1) , existir uma
entrada u(t) que transfere o estado de x(0) para x(1) em tempo finito t € [0,1].

7

O problema é selecionar K de forma que o autovalor A; e o autovetor v;

desejados sejam atribuidos ao sistema realimentado.
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Alocacdo de Auto-Estrutura

Considere um sistema multivariavel controlavel e seja, u = —kx realimentacéo

de estados.

Substituindo na equacao de estados segue que:

x = Ax + Bu
x = Ax — Bkx
x = (A— Bk)x

A realimentac&o, neste caso, tem por objetivo alocar o conjunto de autovalores

e autovetores de forma a fornecer a resposta desejada.

o (A - BK) = {)\1,)\2, ...,)Ln}
v(A — BK) = {vy, v, ..., U}
Os autovalores e autovetores devem satisfazer

(A—BK)v = Au

AW—(A-BK)v=0

AMv—Av+BKv =0

[Al —Alv+BKv =0

v
[Ml —A B] [KU]

Definindo g = Kv
v
[l —A B] [q] ~0
Para satisfazer a equacéo, [Z] deve estar no espaco nulo de [Al — A B].

Assim, se q = Kv
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[Q1 a: qn]:[Kvl sz Kn]

Para que q e v definidas de acordo com projeto proposto se A = diag{A;} a

equacgao pode ser reescrita como

v.
=4 B [,]=0
Aivi —A’Ui + Bql =0
AV —AV +BQ =0

que é denominada Equacao de Sylvester.

Se 1 e v sdo fornecidos, a equacéo possui Q somente de incognita e K=QV!

pois (q=Kv).
Aplicacao: Para que o sistema instavel na forma de espaco de estados seguinte:

2 dl=+lo ]

y=1[1 0]x

X

Tenha os autovalores alocados em:

_ _ 17 _ 01 _
s=-2es=-3com vl[o] —Oevz[l] =0
Segue que:

1 0
= = |V (%
v [0 = v

A=[_02 —03]

Q =KV

o=[x 5 3]
=[x ]
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AV—Av+BQ =0
IS B O R P PR R PR et B

[—2 0]_0 1]+K1 Kz]z[o 0
o -3 2 1

K; K, 0 0
Kl = 2
—2 -4l "|K; K lo ol|K;=2
K4 = 4
Assim o ganho realimentado que torna o sistema estavel é:
21
K= [2 4]

6.3 - Estabilizabilidade e Detectabilidade de Sistemas no Espaco

de Estados

As propriedades de estabilizabilidade e detectabilidade sdo mais fracas se
comparadas as de controlabilidade e observabilidade. Isto é, ha sistemas nao

controlaveis e/ou ndo observaveis que podem ser estabilizados via projeto.
Definicdo: O sistema

x = Ax + Bu
y =Cx+ Du

E estabilizavel se existe uma matriz K, tal que A-BK é estavel, com u=-Kx.

Definicdo alternativa: O sistema é estabilizavel quando os modos nédo controlaveis

sdo estaveis.

Definigdo: O sistema é detectavel se existir um ganho L tal que A-LC é estavel.
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Definicdo Alternativa: O sistema € detectavel se os modos ndo observaveis sdo

estaveis.

Proposicéo: O par (A,B) é estabilizavel se e s6 se (AT,BT) é detectavel.
Definicdo: Se M e estavel, entdo MT é também.

Portanto,

(A-BK) é estavel.
(A-BK)T é estavel.

(AT-KTBT) é estavel.

6.3.1 - Decomposicao canbnica

Considere um sistema de dimensdes n com posto(C) =n, <n (ndo

controlavel) e forma a matriz

Pt =1[q; qz - Gn-1 Gl

cujas n, primeiras colunas sdo quaisquer n; colunas linearmente independentes de

C e as demais sao escolhidas arbritariamente.

A transformacéo de equivaléncia

x= P lx

x=P.x

x=PLx

X = P71 (Ax + Bu)

x =P 1Ax + P~'Bu

x =P 1AP.x + P"'Bu
y=Cx+Du
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y=CP.x+Du

decompde o sistema na forma:

E R AR

iCC]+Du

y = [55 ém] [
nc
Ac € IRMxnla Ay g [RMNLxN-N1

Neste caso, basta analisar se os autovalores de Anc tém parte real negativa

para garantir que o sistema é estabilizavel.

Considere-se um sistema de ordem n com posto (9) = n, < n e forme a matriz

nxn.
Py
7, |
P =1p0]
n2
1o |

Cujas n, primeiras linhas sado quaisquer n, linhas l.i ded e as demais séo

escolhidas arbitrariamente, de modo que P seja nao singular.

Entdo, toma-se ¥ = P~ 1x transforma o sistema em:

- [ X
y = [CO 0] foo] + Du

L'

Ao € IR"?x"2e Ap € IR

Neste caso, basta analisar se os autovalores de Ano tém parte real negativa

para garantir que o sistema é detectavel.
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7 SIMULACAO DA ALOCACAO DE AUTO - ESTRUTURA

Como descrito nos capitulos anteriores, os resultados desse projeto de
controladores relacionam-se a determinacdo de um ganho de realimentacdo que
estabiliza o sistema em malha fechada. Tais resultados sdo simulados no software

Matlab®, a fim de mostrar o desempenho dos controladores obtidos.

Para visualizar tal projeto, um sistema instavel na forma espaco de estados é

proposto e o ganho é determinado via alocacdo de auto - estrutura, como segue.

=0 U ) O

y=1[1 0]x

As raizes do sistema em malha aberta, P4 = Al — A, sdo: 4, =2e A, =1, 0 que
gera instabilidade. Objetivando alcancar a estabilidade, propde-se que, em malha
fechada, o sistema tenha o0s seus autovalores e autovetores alocados

respectivamente em s = —2es = —3; com autovetores v, [(1)] =0ev, [g]

Assim, obtém-se:

Simulacao 01:
Rotina Matlab:

$ ANALISE DE AUTO ESTRUTURA

A= ; 1, %$Sistema Original

B = [ ; 1

J = [- ;0 =317 $Matriz autovalores desejados
vlia=l; vlb= 0; v2a=0; v2b=l1;

V = [ vla vlb ; v2a v2b]l; $Matriz autovetores desejados
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syms k11l k12 k21 k22

K = [k11l k12; k21 k221;
Q = K*V;
G = A*V-V*J-B*Q;

[k11,k12,k21,k22] = solve

K = [k11 k12; k21 k22]

Areal = A-B*K

eig(Areal)

Trial>> AutoEstrutura

%$Calculo da Matriz

Ganho K realimentacdo

$Equacdo de Sylvester

(G)

%Resultados
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Aplicando a realimentagéo ao sistema obtém-se:

Simulacédo 02:

Rotina Matlab:
% PROGRAMA PARA REALIMENTACAO DE ESTADOS NO MATLAB

]

clear all;

A= ; ]; %Sistema Original

B = [ ; 1;

c=1I 1;

d=20;

K=1 ; ]; %Matriz Ganho K de realimentacéo

Aa = [A-B*K]; $Matriz Dindmica Realimentada

t =0: :5; $Tempo de simulacéo

u = [0*t; 0*t],; %$Sinal de entrada nulo

x0 = [ 1'; %Condic¢des Iniciais

[Yl1,X1] = 1lsim(A,B,C,d,u,t,x0); %$Simula o sistema sem realimentacéo
[Y,X] = 1lsim(Aa,B,C,d,u,t,x0); %$Simula o sistema com realimentacéao

figure;plot(t,Yl,'r', 'linewidth"',?2)
title('Saida sem realimentacdo de estados')
figure;plot(t,Y,'b', 'linewidth',?2)

title('Saida com realimentacdo de estados')

e, portanto, cada variavel de estado € multiplicada por um ganho e realimentada
para o terminal de entrada, modificando -se assim, a dindmica do sistema. Dessa
forma os estados sao estabilizados conforme observa-se na figura 9.
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Figura 9: Gréficos de saida do sistema.

Saida com realimentacéo de estados

1 T T T

T T T T T T

Saida sem realimentacdo de estados

15000 T T T

10000

T

5000~

T 3 3 T 3 3

Fonte:

Elaboracéo Prépria

63



8 CONCLUSAO:

No desenvolvimento do trabalho demonstrou-se a importancia de determinar a
estabilidade de sistemas Multivaridveis e que esta, como ja era o esperado, ndo €

uma tarefa facil.

Discutiu-se primeiramente o Método de Lyapunov, conseguindo-se avaliar a
estabilidade de um sistema qualitativamente, sem resolucdo das equacdes
diferenciais, por meio dos projetos de controladores no espaco de estados. Esta

técnica € amplamente difundida na literatura.

Posteriormente, por meio do estudo aprofundado sobre a técnica de alocacédo
por Auto - Estrutura, demostrou-se claramente as relagcdes entre os autovalores e
autovetores, condicfes iniciais e entrada na composicdo da resposta temporal do
sistema. Verificou-se, pela simulacdo com auxilio do software Matlab®, que este
método devidamente aplicado as técnicas de projeto de controladores no espaco de
estados, apresenta resultados extremamente satisfatérios em termos de estabilidade

e desempenho.

Dessa forma comprovou-se que este trabalho cumpriu seu objetivo quanto a
proposta inicial, indo ao encontro a hipotese de que o método para projeto por
analise de Auto-Estrutura é realmente tdo eficiente no equacionamento de
controladores para sistemas Multivariaveis quanto o método via equacdo de

Lyapunov, além de alocar além dos autovalores ou autovetores desejados.

8.1 Sugestao para trabalhos futuros:

Como perspectivas futuras sugere-se a aplicacado desses método de projeto de
controladores para sistemas Multivariaveis utilizando alocacdo de Auto-Estrutura em
sistemas praticos. Essa atitude visa contribuir tanto para os docentes quanto para os
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discentes do curso de Engenharia de Automacgéo Industrial do CEFET/MG no
processo de ensino e aprendizagem, através da aplicabilidade dos conceitos

tedricos.
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