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RESUMO  

 

 

A identificação de sistemas consiste na área do conhecimento que se destaca por buscar 

maneiras de desenvolver e implementar modelos matemáticos. Tornando-se essencial à 

engenharia, pois com a obtenção desses modelos pode-se entender e compreender o 

comportamento de sistema reais e utilizá-los para solucionar problemas. O presente 

trabalho teve como objetivo o desenvolvimento de um software didático capaz de realizar 

a identificação de sistemas não lineares, utilizando algoritmo de Golub-Householder, 

juntamente com o modelo NARMAX. Durante o desenvolvimento será analisado e 

apresentado as etapas para a identificação de sistemas não lineares com ênfase na 

utilização do algoritmo de  Golub-Householder. Baseando-se em rotinas computacionais, 

desenvolvidas no software Matlab, as quais serão ‘alimentadas’ com informações, sinais 

de entrada e saída de determinados sistemas dinâmicos, com a finalidade de identificar 

sistemas não lineares. O desenvolvimento deste trabalho possibilitou a obtenção de um 

software didático para identificação de sistemas não lineares o qual facilita o processo de 

identificação, realizando tarefas como de tratamento e processamento de dados, e que 

permita que os alunos apliquem os conhecimentos obtidos em teoria, na prática. 

 

 

Palavras-chave: Identificação de sistemas. Sistemas não lineares. Algoritmo de Golub-

Householder. Modelo NARMAX. 

 

 

 

  



ABSTRACT  

 

 

Systems identification is a knowledge area that highligth to seek different ways to develop 

and implement mathematics models. Becoming essencial to engineering, because through 

the obtainment of this models, it can understand real systems behaviour and use it to solve 

problems. This study have as objective the production of a didatic software able to 

perform non-linear systems identification, using Golub-Householder algorithm, along 

with NARMAX model. During the development, will be analized and shown the steps to 

do a non-linear systems identification with emphasis in use of the Golub-Householder 

algorithm. Based on computacional routines and developed in Matlab® software, these 

routines will be supplied with information, infeed and outfeed signals from determined 

dinamic systems in order to identify non-linear systems. The development of this study 

made possible the obtaining of a non-linear systems identification didatic software that 

facilitates identification process, allowing students to put them theoretical knowledge into 

practice. 

 

Keywords: Systems identification. Non-linear systems. Golub-Householder algorithm. 

NARMAX model. 
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 1. INTRODUÇÃO 

 

O homem procura entender, explicar e representar sistemas físicos, físico-

químicos, sociais e biológicos, entre outros, há muito tempo. Uma das maneiras de 

representar um sistema real para sua melhor compreensão é através de um modelo 

matemático. De posse desse modelo, pode-se entender o comportamento do sistema real 

e utilizá-lo na solução de problemas. Uma das aplicações desses modelos matemáticos é 

para predizer o comportamento do sistema em um momento posterior ao instante de 

análise. 

Em vista dessas considerações, na identificação de sistemas, existem várias 

formas de classificar as técnicas de modelagens, uma delas agrupa os métodos em três 

categorias, denominadas, respectivamente, modelagem caixa-branca, modelagem caixa-

cinza e modelagem caixa-preta (AGUIRRE, 2007). Tratar-se-á de cada uma dessas 

categorias com vistas a circunstanciá-las, dado que este trabalho tem por objetivo 

desenvolver uma plataforma de identificação de sistemas não lineares utilizando o 

método de Golub-Householder (doravante GH).  O projeto proposto aborda sistemas não 

lineares devido, na prática, os sistemas dinâmicos em sua maioria serem não lineares. 

Conforme Aguirre (2007), na modelagem caixa-branca, é necessário conhecer 

profundamente o sistema em estudo, assim como as leis da física e da química que regem 

o sistema a ser modelado; por esse motivo, esse tipo de modelagem também é conhecido 

como modelagem da natureza do processo ou modelagem conceitual. Na modelagem 

caixa-preta, por sua vez, também conhecida como modelagem empírica, tem por 

característica marcante que pouco ou nenhum conhecimento prévio do sistema é 

necessário; nesse modelo, apenas dados de entrada e de saída do sistema são usados 

durante a identificação. A modelagem caixa-cinza, por seu turno, busca combinar as 

vantagens dos procedimentos de identificação caixa-preta e caixa-branca; essa técnica 

baseia-se na aquisição dos dados do sistema, tanto os de entrada quanto os de saída, 

juntamente com algum outro tipo de informação complementar que é usado na 

identificação.  

De fato, há razões mais fortes para, em dada aplicação, optar por modelos não 

lineares, como, por exemplo, o fato de que modelos não lineares produzem certos regimes 

dinâmicos que modelos lineares não conseguem representar (AGUIRRE, 2007). 



Entretanto, a escolha por modelos não lineares traz consigo um inevitável aumento na 

complexidade dos algoritmos a serem utilizados (AGUIRRE, 2007). 

O algoritmo de GH foi utilizado neste projeto com a finalidade de estimar os 

parâmetros do modelo, assim como determinar a sua estrutura. O método desse algoritmo 

foi desenvolvido no Matlab, ambiente de desenvolvimento projetado para simplificar a 

manipulação computacional que pode interpretar rotinas codificadas em uma linguagem 

de programação própria de alto-nível. Essa linguagem de programação foi estruturada e 

utilizada para implementar, internamente ao ambiente, uma série de ferramentas úteis no 

processo de sinais e na modelagem e controle de sistemas dinâmicos. 

A identificação de sistemas tem apresentado aplicações em diversas áreas, 

tornando interessante aos alunos de Engenharia e de cursos técnicos vivenciar essa 

prática, assim como à instituição ensiná-la, dado as demandas de mercado. Vallverduet 

et al. (1992), por exemplo, apresenta a identificação do Controle Neural do Sistema 

Cardiovascular Humano utilizando modelo NARMAX. Outro exemplo é demonstrado 

por Alessandra Teodoro Neves (2006), em sua tese de doutorado, defendida em 2006, 

que consiste na aplicação de modelos paramétricos ARMAV e ARV na identificação 

modal de sistemas mecânicos.  

Dado o exposto, neste trabalho, foi desenvolvido um sistema específico para 

aplicação de técnicas e de métodos visando determinar o modelo matemático do sistema 

que será aplicado no Centro Federal de Educação Tecnológica de Minas Gerais – Campus 

Araxá (doravante Cefet-MG), com vistas a fornecer aos alunos do curso Técnico em 

Eletrônica e do curso de graduação em Engenharia de Automação Industrial a 

oportunidade de vivenciar os desafios inerentes ao processo de identificação de sistemas, 

dado que, atualmente, o laboratório dessa instituição não apresenta nenhum software 

específico para a aplicação de identificação de sistemas.  

Ademais, com o presente trabalho pretende-se desenvolver mais recursos 

didáticos, de baixo custo, para a instituição acima citada, visto que há demanda por 

formação de profissionais qualificados que saibam tratar adequadamente dados de 

sistema. Nessa medida, em seu processo de formação, o aluno terá vivência com situações 

específicas em laboratório, o que garantirá rápida tomada de decisão e, 

consequentemente, melhor interpretação e análise na identificação de sistemas. Além 

disso, a utilização de computadores e informática vem tornando-se cada vez mais 

indispensável para a vida das pessoas, tanto pessoalmente quanto profissionalmente, em 

virtude de uma maior agilidade no processo e no armazenamento de informações, 



facilitando o desenvolvimento tarefas, otimizando tempo e número de pessoas envolvidas 

(RAMIRO, 2014). Nas instituições de ensino, conforme verificado por Ramiro (2014), a 

utilização de computadores tem a função de possibilitar a mediação no processo de 

ensino-aprendizagem, contribuindo com a construção do conhecimento do aluno, de tal 

modo a prepará-lo e capacitá-lo para o mercado de trabalho.  

Com o avanço tecnológico vivido atualmente, nota-se que a informática está 

diretamente envolvida com diversas áreas do conhecimento, pois torna-se cada vez mais 

indispensável na vida das pessoas devido à praticidade e rapidez proporcionada no 

desenvolvimento de variadas atividades. Como notado em Ramiro (2014), a grande 

praticidade do computador vem o tornando uma ferramenta essencial para as empresas, 

principalmente, em áreas relacionadas a projetos, pois o aumento da demanda acompanha 

o desenvolvimento econômico e social das cidades. Na educação, o computador apresenta 

grande importância no desenvolvimento e na aprendizagem dos alunos, já que as 

ferramentas desenvolvidas com a evolução tecnológica preparam o aluno para um 

concorrido mercado de trabalho. 

Diante do exposto, o presente trabalho tem como finalidade proporcionar mais 

uma ferramenta didática à instituição, a qual irá auxiliar a formação dos alunos de 

Engenharia de Automação Industrial. Além de apresentar uma maior motivação aos 

alunos no processo de aprendizagem, o software tornará as aulas menos monótonas, por 

propiciar uma relação mais direta do aluno com o cotidiano profissional. Logo, sendo o 

Cefet-MG uma instituição federal voltada para a formação técnico-profissional, 

proporcionar tamanho engajamento é fundamental. Assim, acredita-se que a aplicação 

proposta permitirá à instituição, além de diminuição nos gastos, a garantia de um recurso 

didático a mais que proporcione aos alunos, tanto do curso Técnico em Eletrônica quanto 

da Engenharia de Automação Industrial, vivenciar experiências e confrontar problemas 

que podem surgir na identificação de um sistema real. 

O presente trabalho teve o próposito de  desenvolver um software que permita 

empregar técnicas de identificação de sistemas não lineares utilizando algoritmo de 

Golub-Householder. Garantindo o tratamento adequado aos dados do sistema para que a 

identificação possa ser efetivada adequadamente.E criar interface de usuário para que 

testes diversos possam ser realizados no sistema em questão, permitindo a aplicação de 

técnicas de identificação de sistemas não lineares utilizando método de Golub-

Householder. 



Em vista das considerações anteriores, aventa-se a seguinte hipótese: se 

implementado rotinas de automatização do processo de identificação de sistemas não 

lineares, o mesmo seria executado em um tempo menor, permitindo um teste mais rápido 

em relação a diversos modelos representativos.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 
 

2.1. Identificação de Sistemas  

 

A identificação de sistemas trata da construção de modelos matemáticos para 

representar os sistemas elaborados a partir de observações, usualmente, dos dados de 

entrada e saída. Várias formas e técnicas encontram-se disponíveis para a obtenção de 

modelos dos sistemas, os quais podem apresentar diferentes graus de formalização 

matemática (LJUNG, 1999; NELLES, 2000 e SOUSA, 2005). 

Conforme exposto, dentre as várias formas de classificar as técnicas de 

modelagem, podem-se agrupá-las em três grandes grupos denominados: modelagem 

caixa-branca, modelagem caixa-preta e modelagem caixa-cinza (AGUIRRE, 2007).  

 

2.1.1 - Sistema Caixa Branca (fenomenológica): 

 

Na modelagem caixa-branca, é necessário conhecer profundamente o sistema em 

estudo, assim como as leis da física e da química que regem o sistema a ser modelado, ou 

seja “suas estruturas são completamente ajustadas a partir de informações conhecidas "a 

priori". Nesse caso, a forma da função matemática que descreve o comportamento 

dinâmico do sistema original é pré-conhecida” (Sousa, 2005). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Figura 1: Exemplo modelagem caixa-branca 

 
Fonte:Controle de Processos Industriais (2016). 

 

2.1.2 - Sistema caixa-preta  

 

A modelagem caixa-preta, por sua vez, também conhecida como modelagem 

empírica, tem por característica marcante que pouco ou nenhum conhecimento prévio do 

sistema é necessário. Nesse modelo, apenas dados de entrada e saída do sistema são 

usados durante a identificação. 

Na figura 2 é representado esse método, que consiste na dispensa dos 

conhecimentos das leis da física ou da química, e baseia-se apenas nas relações de causa-

efeito, correlacionando dados de entrada e saída do processo. 



Figura 2 : Exemplo modelagem caixa-preta. 

 
Fonte: Adaptado de Passos (2014). 

 

2.1.3 - Sistema caixa cinza 

  

 A modelagem caixa-cinza, segundo Aguirre (2007), busca combinar as vantagens 

dos procedimentos de identificação caixa-preta e caixa-branca. Essa técnica baseia-se na 

aquisição dos dados do sistema, tanto os de entrada quanto os de saída, juntamente com 

algum outro tipo de informação complementar que é usado na identificação.  

Na figura 3 verifica-se um sistema robótico para operações em ambientes internos 

a partir de uma plataforma comercial de helimodelo, considerando a tarefa de um voo 

autônomo. Onde o movimento da aeronave, pode ser tratada como um corpo rígido, 

descrito por 12 variáveis como: a posição, representada no referencial inercial, a 

velocidade do helicóptero, a posição angular e a velocidade angular, representada no 

referencial da aeronave, entre outras como os sinais de comando do piloto (de Moreira et 

al. (2011). Ou seja é utilizado um conhecimento a priori do sistema mas se faz necessário 

utilizar os sinais de entrada e saída para a determinação do modelo.  

 



. 

 

Figura 3:Exemplo de modelagem caixa-cinza, sistema de operações em ambientes 

internos de helimodelismo. 

 

 

Fonte: Adaptado de Moreira et al. (2011). 

 

 Na sequência, baseando-se em Aguirre (2007), apresenta-se um quadro ilustrativo 

da evolução da identificação de sistemas, onde o quadro da figura 4 ilustra uma maneira 



de entender a evolução da área nas últimas décadas. Nesse quadro, os blocos com quinas 

arredondadas referem-se a problemas cuja solução serviu de motivação para buscar novas 

ferramentas e técnicas. A linha de tempo é de cima para baixo sendo a parte inferior mais 

desenvolvida.  

 

Figura 4: Quadro ilustrativo da evolução da identificação de sistemas. 

 

Fonte: Adaptado de Aguirre (2007). 



2.2 -  Conceitos Básicos 

 

 Um modelo matemático de um sistema real é um análogo matemático que 

representa algumas das características observadas em tal sistema (AGUIRRE, 2007). 

Sendo assim, o objetivo da identificação de sistemas é, portanto, a determinação de um 

modelo matemático capaz de representar as características de interesse do sistema, a partir 

de seus dados de entrada e saída (SOUSA, 2005). Logo, a fim de desenvolver modelos 

aproximados, algumas considerações devem ser feitas, tais como: linearidade, invariância 

no tempo e concentração de parâmetros.  

 

 

2.2.1 -Linearidade 

 

Um sistema é considerado linear quando atende ao princípio da superposição. Esse 

princípio pode ser compreendido pelo seguinte exemplo: se um sistema excitado por uma 

entrada u1(t) produz uma saída y1(t) e produz uma saída y2(t) quando excitado por uma 

entrada u2(t), o mesmo sistema, sendo excitado por uma combinação linear das entradas, 

a saber au1(t) + bu2(t) apresentará uma saída que corresponde à igual combinação linear 

das entradas individuais, ay1(t) + b2(t), sendo a e b constatnes reais.  

Um sistema linear possui o mesmo tipo de comportamento independente do seu 

ponto de operação (AGUIRRE, 2007) . 

 

2.2.2 - Invariância no Tempo 

 

Uma das premissas mais importantes da modelagem matemática é a invariância 

no tempo, pois isso significa que a dinâmica do modelo não se altera durante o período 

em que se analisa o sistema. Contudo, isso não quer dizer que o modelo estudado é 

estático, e sim que a dinâmica que está regulando a evolução temporal é a mesma, ou seja 

a saída do sistema varia com o tempo, mas os parâmetros são invariantes. Sobre esse 

aspecto, segundo Aguirre (2007), um sistema é invariante se um deslocamento no tempo 

de entrada provocar um deslocamento no tempo de saída, ou seja, a dinâmica do sistema 

não se altera com tempo. Aguirre (2007, p. 55) apresenta um exemplo de invariância 

interessante de ser relembrado, qual seja:  



 

Seja o sistema  𝑦(𝑡)  = 𝑠𝑒𝑛(𝑢(𝑡)). Portanto, para uma entrada 

𝑢1(𝑡) a saída será 𝑦1  = 𝑠𝑒𝑛(𝑢1(𝑡)). Supondo que uma segunda 

entrada seja gerada como sendo o deslocamento temporal da 

primeira, ou seja, 𝑢2  = 𝑢1(𝑡 − 𝑡0). 

A saída nesse caso é 

𝑦2  = 𝑠𝑒𝑛(𝑢2(𝑡))= 𝑠𝑒𝑛(𝑢1(𝑡 − 𝑡0)) 

Da definição do sistema, tem-se também 

𝑦1(𝑡 − 𝑡0)  = 𝑠𝑒𝑛(𝑢1(𝑡 − 𝑡0)), 

e como 𝑦2(𝑡) = 𝑦1(𝑡 − 𝑡0) o sistema é invariante 

 

2.2.3 - Concentração de Parâmetros 

 

 Esse tipo de representação pressupõe que as variáveis de interesse variam apenas 

com o tempo e não no espaço. ”Em outras palavras, modelos com parâmetros 

concentrados descrevem o comportamento do sistema num único ponto do espaço 

“(AGUIRRE, 2007). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3. Etapas de Identificação de Sistemas 
 

 O processo de identificação de um sistema pressupõe, de uma maneira geral, a 

coleta e o processamento dos sinais de entrada e saída, a escolha de um conjunto de 

modelos e a seleção, dentre esses, do modelo que melhor representa o sistema (LJUNG, 

1999 apud SOUSA, 2005, p.21). 

 As etapas das técnicas de identificação podem ser resumidas nas seguintes : 

“Testes dinâmicos e coleta de dados; Escolha da representação matemática a ser usada; 

Determinação da estrutura do modelo; Estimação de parâmetros; e Validação do modelo” 

(SOUSA, 2005). A representação da figura 5 ilustra as principais etapas de identificação 

de sistemas:  

 

 

 

 

Figura 5 Representação etapas de identificação de sistemas. 

                                                        Fonte: Antunes (2007). 



 

3.1 - Testes Dinâmicos e Coleta de Dados 

  

Uma vez que a identificação se propõe a obter modelos a partir de dados, é 

necessário gerar tais dados. Os dados utilizados para identificar os sistemas dinâmicos 

são gerados a partir de medições da resposta do sistema, de acordo com o sinal de 

excitação. Logo, os dados devem conter a informação necessária sobre o sistema a ser 

modelado (AGUIRRE, 2007). Como verificado por Rodrigues (2000), nesta etapa do 

processo deve-se garantir que os sinais entrada, os quais irão excitar o sistema, sejam 

projetados para satisfazer uma série de propriedades a fim de garantir dados condizentes. 

 

 

 

 

 

3.2 - Escolha da Representação Matemática a ser usada 

 

Uma importante questão relacionada com representação matemática a ser usada 

na modelagem do sistema é a escolha da sua estrutura, pois a estrutura escolhida deverá 

representar o comportamento de um sistema dinâmico (Rodrigues 2000), principalmente 

em sistemas não lineares, devido à diversidade do sistema. 

 “A escolha do tipo de representação dependerá dos objetivos do modelo, das 

ferramentas disponíveis para sua obtenção e das informações disponíveis a priori sobre o 

sistema a ser identificado” (Sousa, 2005, p.27). Dentre as várias representações de 

sistemas não lineares, destacam-se: Série de Volterra; Modelos de Hammerstein e de 

Wiener, Algumas representações NARX e NARMAX; Modelos polinomiais contínuos; 

Funções radiais de base; Redes neurais artificiais; Neurônio Neo-Fuzzy, entre outros.  

Devido o foco do projeto ser voltado para sistema não lineares, a representação 

matemática usada será a NARMAX. Como demonstrado por Sousa (2005, p.28) essa 

estrutura pode ser representada, genericamente, por uma função não linear F’(.) como, 

 

𝑦(𝑘) = 𝐹′[𝑦(𝑘 − 1),… , 𝑦(𝑘 − 𝑛), 𝑢(𝑘 − 1),… , 𝑢(𝑘 − 𝑛),… , 𝑒(𝑘 − 1),… 𝑒(𝑘 − 𝑛)]  

(5.1) 

 



Sendo : 

 

y(k-1), ... , y(k-n) : representação dos atrasos do sistema em relação aos sinais de saída 

u (k-1), ... , u(k-n) : representação dos atrasos do sistema em relação aos sinais de entrada 

e(k-1), ... , e(k-n) :  representação dos atrasos do sistema em relação aos sinais de ruído 

 

 

3.3 - Determinação da Estrutura do Modelo 

 

 De acordo com Sousa (2005, p.29),  

 

escolha da estrutura do modelo é a tarefa mais importante e ao 

mesmo tempo a mais difícil no processo de identificação de 

sistemas. É a estrutura do modelo a principal responsável pela 

representação das características dinâmicas e estáticas do 

sistema. Algum conhecimento prévio sobre o sistema e 

sensibilidade por parte do projetista devem ser combinados para 

se determinar as propriedades requeridas do modelo.  

 

Como mencionado por Sousa (2005, p.29) o problema da detecção da estrutura 

está na obtenção dos termos a serem utilizados no sistema pois, segundo Rodrigues (2000, 

p.14), o número de termos possíveis em modelos polinomiais cresce bastante com o 

aumento do grau de não linearidade e da ordem do modelo. 

Embora o número de elementos, termos obtidos, seja grande, apenas alguns 

poucos destes são utilizados para detecção da estrutura, os selecionados podem também 

ser denominados como termos candidatos do modelo (RODRIGUES, 2000, p.14). A fim 

de escolher os termos mais adequadamente, são utilizados várias técnicas dentre as quais 

podemos destacar: taxa de redução de erro (ERR), critério de informação Akaike, 

agrupamento de termos e “zeroing-and-refitting”.  

Em modelos não lineares Aguirre (2004) verifica que a tarefa fica mais complexa, 

tornando-se aconselhável a combinações de critérios para obtenção de regressores mais 

significativos. 

 

 

 



3.4 - Estimação de Parâmetros 

 

A estimação dos parâmetros consiste na determinação do modelo que melhor 

aproxime o comportamento dinâmico da estrutura escolhida ao sistema. A aproximação 

é feita através de uma função de custo que minimize a diferença entre a saída do sistema 

e a saída prevista para o modelo (SOUSA, 2005). 

Um dos métodos mais conhecidos e utilizado para a estimação dos parâmetros 

trata-se do estimador de mínimos quadrados, como mencionado por Gauss (1963) alguns 

aspectos básicos aplicados a este método são: 

 Número de observações é estritamente necessário à determinação das grandezas 

desconhecidas 

 Maior número de observações do que o mínimo são necessários, afim de reduzir 

os efeitos dos erros gerados pelas medições. 

 O problema da modelagem está implícito nas observações do sistema verificado 

 E os parâmetros estimados devem satisfazer as observações da forma mais exata 

possível. 

 

3.4.1 - Método de Mínimos Quadrados 

 

Ao analisar a equação 5.2 

 

𝜃 =  𝑋−1𝑦                              (3.2) 

 

Compreende-se que apenas uma única solução poderá atender todas as n restrições 

do sistema ao mesmo tempo, mas se analisar a equação normal. 

 

𝜃 =  [𝑋𝑇𝑋]−1𝑋𝑇𝑦               (3.3) 

 

Nota-se que possui infinitas soluções sobredeterminadas, mas mesmo possuindo 

infinitas soluções o objetivo será encontrar uma resposta que traga algum significado 

intuitivo (AGUIRRE , 2007, p. 224), a fim de obter isto, deve-se admitir conhecer o valor 

de parâmetro 𝜃, contudo  deve-se assumir que os valore observados contém erros ξ, logo 

a expressão pode ser dada por: 



 

𝑦 =  𝑋𝑇𝜃 + 𝜉              (3.4) 

Sendo: 

  

 𝑋 ∈   𝑅𝑁 (Vetor de regressor) 

 �̂�   ∈   𝑅𝑁 (Vetor de parâmetro) 

 𝜉 ∈   𝑅𝑁 (Resíduo, erro de estimação da variável y) 

 

Ao analisar-se a equação 3.4 a mesma pode ser reescrita como: 

 

𝜉(𝑘) =   𝑦(𝑘) − 𝑋𝑇𝜃  =   𝑦(𝑘) − �̂�(𝑘)        (3.5) 

 

Com isso, ao aplicar a técnica dos mínimos quadrados, admite-se a estimação de 

parâmetros através da minimização da função custo (SOUSA , 2005, p.35). 

 

𝐽 =   
1

2
∑ 𝜉2(𝑁) =   

1

2

𝑁
𝑘=1 𝜉𝑇𝜉 =   

1

2
‖𝜉‖  2          (3.6) 

 

Como mencionado anteriormente, há presença de ruídos nas medições e, para 

reduzir este problema, torna-se necessário um maior número de amostras em relação à 

quantidade de regressores. Segundo Sousa (2005, p.36) “com isso, a matriz de regressores 

X não será quadrada, o que impede a determinação do vetor de parâmetro 3.5. Mas após 

algumas interações matemáticas a solução é obtida através do método dos mínimos 

quadrados através da expressão:” 

 

𝜃  =   (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑦(𝑘)                 (3.7) 

 

3.4.2 - Ortogonalidade 

 

Como analisado por Sousa (2005, p.36) “quando a estimação de parâmetro de um 

modelo qualquer é feita utilizando todos os possíveis termos candidatos, a sua matriz de 

regressores é normalmente mal condicionada, indicando que as colunas de regressores da 

matriz X são correlacionadas”. Com o propósito de evitar este problema técnicas de 

ortogonalização devem ser utilizadas, pois com o emprego destes artifícios a coluna de 



regressores torna-se não correlacionada fazendo com que a base fique ortogonal para o 

espaço vetorial da solução. 

 Como demonstrado por Aguirre (2007, p.231) as propriedades de ortogonalidade 

podem ser explicadas ilustrativamente como na figura 6 

 

 

 

Figura 6: Propriedade de ortogonalidade do estimador MQ 

 

Fonte: Aguirre (2007) 

 

 Segundo Aguirre (2007, p,231) o esquema da figura 6 pode ser interpretado da 

seguinte forma: Os regressores da equação (3.4) originam uma matriz de regressores, a 

qual pode ser analisada geometricamente como sendo uma hipersuperfície no espaço 

representadas pelos regressores 1 e 2. A variável dependente, y(k) origina um vetor de 

dados observados, y, o qual forma uma projeção ortogonal aos vetores de regressão 1 e 

2, �̂�, ou seja,  

 

�̂�  =   𝑋𝜃           (3.8) 

 

E a diferença entre os vetores de dados observados y, gerados pela variável 

dependente y(k), e a sua projeção ortogonal ao plano representado por �̂�, gerado pelos 

regressores, é denominado vetor resíduo, representado por ξ.  



Logo, a figura 6 deve ser interpretada da seguinte maneira. Ao analisar um vetor 

de dados , y, juntamente com a matriz de regressão, X,  será criado um vetor �̂� de 

projeção ortogonal ao vetor de dados sobre a hipersuperfície originada pelas colunas dos 

regressores, X, sendo a matriz de projeção P(X) descrita pela a equação 3.9�̂� = 𝑋𝜃 =

𝑋[𝑋𝑇𝑋]−1𝑋𝑇𝑦 = 𝑃(𝑋)𝑦              (3.9) 

 

3.5 - Validação do Modelo 

 

 Tendo obtido um grupo de modelos, é necessário verificar se eles incorporam ou 

não as características de interesse do sistema original. Além de comparar os modelos entre 

si e decidir se há algum candidato significativamente melhor que os demais, o resultado 

da validação dependerá da aplicação pretendida para o modelo e da quantidade de 

informação disponível sobre o sistema original (AGUIRRE, 2007).  

A validação dos modelos podem ser divididas em duas partes: validação estatística 

e validação dinâmica. A primeira foi descrita da seguinte forma em Sousa (2005, p.38) 

A validação estatística utiliza as funções de correlação para verificar a 

existência de alguma dinâmica não modelada nos resíduos. Para sistema 

lineares é necessário verificar se os resíduos ξ(k) são brancos e não 

correlacionados com a entrada. Isto pode ser feito calculando-se as 

funções de auto correlação dos resíduos e correlação cruzada dos 

resíduos com a entrada. Para sistemas não lineares esses testes não são 

adequados por não detectarem termos cruzados de ruído. 

 Sendo necessário a este tipo de validação a utilização de funções de auto-correlação não 

lineares (Billings et al. 1983). 

Este tipo de validação é denominada desta forma devido os critérios utilizados se 

basearem em parâmetros estatísticos, mas este método pode não representar corretamente 

o comportamento de modelos dinâmicos, sendo necessário empregar outro critério de 

validação: a validação dinâmica, o qual é explicado por Sousa (2005, p.39) 

 

A validação dinâmica verifica se o modelo identificado apresenta 

características dinâmicas semelhantes à dinâmica do sistema original, 

comparando-se a saída do sistema á saída do modelo. Para este tipo de 

validação a massa de dados usada na excitação do sistema e do modelo 

deve ser diferente dos dados utilizados nas demais fases de 

identificação 



4. Identificação de Sistemas Não lineares: Algoritmos 
  

 Um problema comum a todas as representações de sistemas dinâmicos não 

lineares é a necessidade de determinar a estrutura, a topologia de cada modelo 

(AGUIRRE, 2007). Logo, os algoritmos de identificação de sistemas têm o objetivo de 

resolver o problema da escolha de estrutura e da estimação de parâmetros. Como se sabe, 

há diversos algoritmos para a estimação de parâmetros de modelos matemáticos. Vários 

deles podem ser agrupados na família de estimadores derivados a partir de estimador MQ. 

Tais algoritmos são robustos e, normalmente, fáceis de implementar (AGUIRRE, 2007).  

 Os principais métodos aplicados nos algoritmos MQ Ortogonais são: 

 O método clássico de Gram-Schmidt (CGS) 

 O método modificado de Gran-Schmidt (MGS) 

 O método de Golub-Householder (GH)   

 

Durante o desenvolvimento deste trabalho será utilizado apenas o algoritmo de 

Golub-Househoder, devido ser um método de fácil implementação e é o mais utilizado. 

4.1. O Método Golub-Householder 

  

 Para realizar a estimação dos parâmetros do modelo foi utilizado o método dos 

mínimos quadrados e o algoritmo de Golub-Householder (AGUIRRE, 2007) para a 

determinação da taxa de redução do erro. Definindo-se a equação matricial 

 

𝑦 =  Ψ𝜃 +  𝜉              (3.10) 

Onde, 

 

𝑦 =  [

𝑦(1)

𝑦(2)
⋮

𝑦(𝑁)

] ;  Ψ =  [Ψ1   …   Ψ𝑛𝜃
]; 𝜃 =  

[
 
 
 
 
𝜃1̂

𝜃2̂

⋮
𝜃𝑛𝜃
̂ ]

 
 
 
 

;  𝜉 =  [

𝜉(1)
𝜉(2)

⋮
𝜉(𝑁)

] 

e 

Ψ = [

Ψ𝑖(1)

Ψ(2)
⋮

Ψ𝑖(𝑁)

] , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛𝜃 



 Na primeira equação, Ψ representa a matriz de regressores, 𝜃 ̂representa os 

parâmetros estimadores e 𝜉 representa o erro de estimação, isto é, o quanto o �̂� estimado 

difere do y real. Assim, considerando uma matriz de regressores candidatos Ψ, como,  

 

Ψ = [y(k-1),y(k-2),u(k-1), ... ,y(k-1)u(k-1),y(k-2)u(k-2)]      (3.11) 

 

A matriz de regressores Ψ é montada utilizando as saídas medidas do sistema, e 

seria dada como: 

 

Ψ =

[
 
 
 
 
𝑦(0) 𝑦(−1)
𝑦(1) 𝑦(0)
𝑦(2)
𝑦(3)

⋮

𝑦(1)
𝑦(2)

⋮

𝑢(0) …
𝑢(1) …
𝑢(2)
𝑢(3)

⋮

…
…
…

𝑦(0)𝑢(0) 𝑦(−1)𝑢(0)

𝑦(1)𝑢(1) 𝑦(0)𝑢(1)

𝑦(2)𝑢(2) 𝑦(1)𝑢(2)

𝑦(3)𝑢(3) 𝑦(2)𝑢(3)
⋮ ⋮ ]

 
 
 
 

 

 

 Onde as saídas, ao instante anterior a 0, são consideradas 0. 

 

 Considerando a equação 

𝑦 =  Ψ𝜃                   (3.12) 

 

Para se determinar 𝜃, pode-se fazer. 

 

Ψ𝑇𝑦 =  Ψ𝑇Ψ𝜃             (3.13) 

𝜃 =  [ΨTΨ]−1Ψ𝑇𝑦      (3.14) 

 

4.2 Taxa de Redução de Erro  

  

 A taxa de redução de erro trata-se de um critério para determinação dos 

regressores de modelo. Uma observação importante a respeito dos algoritmos 

apresentados é que os métodos MQO assumem que todas as variáveis independentes 

foram determinadas (AGUIRRE, 2007). Ou seja, este critério mensura a redução do erro 

de saída à adição de termos no modelo. 

 Utilizando a equação  

�⃗� = 𝑊�⃗� + 𝐸{𝜉(𝑘)}            (3.15) 



Onde: 

 

y = vetor referente às saídas do sistema 

W = matriz dos regressores do modelo 

𝜃  = vetor de parâmetros  

E{𝜉(k)} = esperança matemática do erro de modelagem 

 

 

 Segundo Rodrigues (2000, p.21) “a redução no valor da variância pode ser 

normalizada com relação ao erro quadrático médio do sinal de saída”. Com isso taxa de 

redução de erro, o ERR, pode ser definida como: 

 

[𝐸𝑅𝑅]𝑖 = 
𝜃𝑖

2𝑤𝑖
𝑇𝑇𝑖

𝑌𝑇𝑌
       𝑖, … , 𝑛𝜃 

 

 Ao ser verificado por Sousa (2005, p.31), através do valor de ERR pode-se fazer 

algumas considerações como: quanto maior o valor de ERR maior será sua importância 

para o modelo e desta forma os termos de baixo poderão ser descartados, evitando termos 

desnecessários.  

 

 

 

 

 

 
 

 



5. EXEMPLOS E APLICAÇÕES 
 

A ideia básica da identificação de sistemas é permitir a construção de modelos 

matemáticos de um sistema dinâmico baseado nos dados obtidos, entrada e saída. A 

obtenção do modelo mais adequado para a representação do sistema é feita através da 

escolha da estrutura e da estimação dos parâmetros do modelo (AGUIRRE, 2007). Para 

tanto, a identificação de sistemas é constituída de cinco etapas, quais sejam: teste 

dinâmico e coleta de dados, escolha da representação matemática a ser usada, 

determinação da estrutura do modelo, estimação de parâmetros e validação do modelo. 

 Em Sousa (2005), o autor analisa dois modelos para um forno elétrico a arco. No 

primeiro, busca descrever o comportamento dinâmico em função das variações corrente-

tensão associadas às variações do arco elétrico, reproduzindo a consequente flutuação de 

tensão na rede de distribuição de energia. Já no segundo modelo, baseia-se em técnicas 

de identificação não lineares, através da representação NARMAX polinomial. Esses 

modelos são estruturas paramétricas construídas a partir dos dados de entrada e saída da 

rede de distribuição elétrica, no ponto de conexão do forno. Logo, o objetivo principal do 

autor era reproduzir diretamente os efeitos da modulação de baixa frequência sobre a 

componente de frequência fundamental da tensão e corrente na rede de distribuição 

elétrica. Na figura 7 verificamos a implementação das equações dinâmicas do forno a 

arco associadas ao oscilador de chua. 

 



 

Figura 7: Diagrama de blocos e modelo de forno a arco no ambiente Matlab 

 

Fonte: Sousa 2005 

 

Já Rodrigues (2006) utiliza os modelos NARMAX polinomiais para a 

representação de sistemas com dinâmicas não lineares, o qual o diagrama de blocos  

demonstra a estrutura utilizada na figura 8. Os conceitos de agrupamentos de termos e de 

coeficientes de agrupamentos são utilizados para derivar um procedimento auxiliar de 

seleção de estrutura de modelos não lineares polinomiais. Conforme o autor, os regimes 

dinâmicos desse sistema não podem ser reproduzidos por modelos lineares 

convencionais, portanto, identificá-los constituem um bom teste para avaliar a qualidade 

dos modelos NARMAX polinomiais na representação de sistemas não lineares reais. 

 



Figura 8: Diagrama de blocos da estrutura utilizado o forno elétrico. 

 

Fonte: Adaptado Rodrigues (2006) 

 

 Em Neves (2006), a autora realiza um estudo sobre as técnicas paramétricas de 

identificação de sistemas no domínio do tempo utilizando Auto-Regressivo de Média 

Móvel Vetorial (ARMAV) e o modelo Auto-Regressivo Vetorial (ARV). Em ambos os 

modelos, os procedimentos de identificação dos parâmetros auto-regressivos, 

responsáveis pela dinâmica do sistema, são estimados utilizando a aproximação dos 

mínimos quadrados.  

 Coelho et al. (2006), por sua vez, realizou uma análise sobre a capacidade que o 

modelo NARMAX polinomial tem de reproduzir o comportamento de sistemas não 

lineares usando dados reais. Segundo esses autores, esses dados não apresentaram 

variações abruptas. A utilização de modelos polinomiais NARMAX permitiu verificar a 

linearidade nos parâmetros, com isso, foi possível aplicar o algoritmo de estimação linear 

dos mínimos quadrados, verificando também que as propriedades estatísticas e dinâmicas 

desse modelo são facilmente calculadas, na figura 9 verificamos a representação do 



sistema utilizado.. Devido a essas características, o modelo NARMAX foi de utilidade 

nas representações não lineares, mas mostrou dificuldade nos ajustes dos parâmetros das 

ordens de atraso para a aplicação do método dos MQO. 

 

Figura 9: Representação do trocador de calor 

  

Fonte: Coelho 2006 

 

  

Diante do exposto, os trabalhos mencionados demonstram as vastas aplicações e 

abordam as várias etapas do processo de identificação de sistemas não lineares, essa que 

se mostra mais adequada e eficiente em sistemas dinâmicos reais. Logo, autores como 

Aguirre (2007), Neves (2006), Rodriguez (2006), dentre outros, utilizam essas técnicas 

para a validação dos modelos propostos. 

 

 

 

 



6. METODOLOGIA 

  

 O presente projeto de pesquisa foi divido em duas etapas: a primeira etapa 

focalizou o estudo teórico de trabalhos relacionados com o tema de identificação de 

sistema não lineares, já na segunda etapa o foco foi a aplicação do fato em estudo.

 O estudo prático constituiu de etapas fundamentais para o desenvolvimento do 

projeto, dentre as quais se destacam o desenvolvimento da programação do algoritmo e a 

criação da interface com o usuário. Tais etapas possibilitaram a aquisição e tratamento 

dos dados inseridos no sistema. 

 Na etapa de implementação do algoritmo foram desenvolvidas rotinas 

computacionais que foram executadas pelo software do Matlab, software de alto nível 

que permite implementação de algoritmos e construções de gráficos. 

 Já a etapa de criação da interface também foi concebida dentro do software 

Matlab, mas através de uma interface gráfica com o usuário, a GUI, ambiente idealizado 

para facilitar e tornar prática a utilização de ferramenta computacional a qual permite 

interações do software com o usuário.  

Logo, foi a partir da relação entre o embasamento teórico e o estudo prático do 

fato que este trabalho foi realizada, o qual permitiu a obtenção de um software de 

identificação de sistemas não lineares. 

No desenvolvimento do projeto foi utilizado o software Matlab, o qual possibilita 

a implementação de rotinas e sub-rotinas de lógicas. Além do desenvolvimentos de 

programas, comandos lógicos o software permite a criação de interfaces com o usuário a 

GUI interface gráfica do usuário. Desta forma foi desenvolvido tanto a interface do 

usuário, desenho do layout da aplicação e a implementação das rotinas computacionais 

no Matlab, como demonstrado na figura 10. 

 

 

 

 

 



Figura 10 : Layout  desenvolvido 

Fonte: Autor 

Figura 11: Trecho rotina implemetada para acionamento botões da interface: 

 

Fonte: Autor 



 

6.1 - Interface 

Como mencionado anteriormente o desenvolvimento da interface passa pelo 

layout e pelo desenvolvimento das rotinas de cada elemento criado, dentro do seu layout, 

nas chamadas callback functions. O acesso ao ambiente de desenvolvimento ocorre ao se 

digitar no workspace do matlab o comando “guide”, figura 12.  

Figura 12: Inicialização interface Gráfica com o Usuário GUI 

 

Fonte: Autor 

 

Na tela inicial de projetos, figura 13, são apresentados os elementos de 

desenvolvimento da tela, desde botões, gráficos, caixa de textos entre outros elementos. 



Figura 13: Tela de Inicialização GUIDE 

 

Fonte: Autor 

 

 

Todo elemento inserido na tela, ao ser selecionado realizará uma chamada de 

rotina, ou seja, ao selecionar algum elemento da tela automaticamente “chama sua 

função”, lógica desenvolvida, e retorna algo à interface como um valor, plota um gráfico, 

apresenta uma informação. 

Com a finalidade da criação do software foi desenvolvido o seguinte layout, figura 

14, com suas respectivas funções.  



Figura 14: Interface Desenvolvida 

 

 

Fonte: Autor 

 

Descrição dos botões e elementos da interface de identificação: 

1- Dados de Identificação – Botão de seleção de dados a serem identificados, a 

seleção ocorre através da abertura de uma janela de dados armazenados, os quais 

podem alimentar o sistema. 

2- Dados de Validação – Botão de seleção de dados os quais validam a identificação 

obtida, a seleção ocorre através da abertura de uma janela de dados armazenados, 

os quais podem alimentar o sistema. 

3- Atraso U – Permite determinar o atraso U, atraso do sinal de entrada, a ser 

utilizado no programa, essa variável é definida por meio de um slider limitado de 

zero a quatro. 



4- Atraso Y – Permite determinar o atraso Y, atraso do sinal de saída, a ser utilizado 

no programa, essa variável é definida por meio de um slider limitado de zero a 

quatro. 

5- Grau de Não Linearidade – Determina o grau de não linearidade que o sistema 

será submetido, possuindo uma faixa, com range de um a quatro. 

6- Taxa de Decimação – Taxa de amostragem utilizada no software, ou seja, os 

intervalos de uma amostra a outra dos elementos selecionados. 

7- Gráfico de Identificação – A área deste gráfico é reservada para plotar os dados 

de entrada e saída juntamente com a saída estimada pelo sistema identificado.  

8- Gráfico de Validação – A área deste gráfico é reservada para plotar os dados de 

entrada e saída juntamente com a saída estimada, além de comparar a saída 

estimada do método proposto, sistema não linear, com a saída estimada de um 

modelo linear. 

9- Start – Inicializa a identificação após ser definido os valores das variáveis já 

citadas (itens de 1 a 6). 

 

6.2 - Desenvolvimento da rotinas e sub-rotinas para a implementação do algoritmo 

de Householder 

6.2.1 - Coleta de dados  

O presente trabalho não foi utilizado o procedimento de coleta de dados e sim o 

de seleção de dados, ou seja, o foco será na análise e interpretação da massa de dados 

fornecida. Sendo utilizado neste trabalho dados obtidos de Aguirre (2007). 

 

6.2.2 - Escolha da representação matemática 

A escolha da representação é uma importante questão na modelagem dos sistemas, 

pois esta escolha influenciará significativamente na determinação do modelo resultante. 

Algumas características devem ser observadas para a escolha da representação, como por 

exemplo a linearidade do sistema, mas como o objetivo deste trabalho é a análise de 

sistemas não lineares utilizando os sinais obtidos de entrada e saída, a representação mais 

conveniente encontrada foi a escolha da representação NARMAX (Nonlinear 



autoregressive moving average model with exogenous input), cuja representação é 

determinada pela combinação de dados de entrada, saída e pelo erro do sistema modelado.  

 

6.2.3 - Determinação da Estrutura do Modelo a ser Utilizado 

A concepção da estrutura do modelo pode ser dividida em algumas partes 

importantes: o desenvolvimento da matriz de regressores (termos candidatos) e a 

implementação do método de Golub-Householder, que possibilitará encontrar os 

melhores termos para o sistema, ou seja, determinar os termos que melhor representarão 

as características do sistema. 

6.2.3.1 - Desenvolvimento Matriz de Regressores 

Com a finalidade tornar o software mais ágil essa etapa é dividida em duas, uma 

desenvolvida nas linhas de programação da aplicação e a outra externamente a isso, a 

separação dessas subetapas é importante, pois ao analisarmos ,que  os termos da matriz 

genérica serão os mesmos ao utilizar a mesma configuração, valores de parâmetros (atraso 

U, atraso Y e grau de linearidade), diferenciando-os pelos dados utilizados. Desta forma 

o software não precisa gastar tempo para ficar calculando e recalculando os termos da 

matriz genérica, deixando assim de gastar alguns minutos. 

Exemplos: 

1- Atraso X: 2; Atraso Y: 2; Grau de Não Linearidade: 3 

Combinações possíveis (Termos Candidatos): 35 combinações distintas 

1, u(k - 1), u(k - 2), y(k - 1), y(k - 2), u(k - 1)*u(k - 2)^2, u(k - 1)^2*u(k - 2), u(k - 1)*y(k 

- 1)^2, u(k - 1)^2*y(k - 1), u(k - 1)*y(k - 2)^2, u(k - 2)*y(k - 1)^2, u(k - 1)^2*y(k - 2), 

u(k - 2)^2*y(k - 1), u(k - 2)*y(k - 2)^2, u(k - 2)^2*y(k - 2), y(k - 1)*y(k - 2)^2, y(k - 

1)^2*y(k - 2), u(k - 1)^2, u(k - 1)^3, u(k - 2)^2, u(k - 2)^3, y(k - 1)^2, y(k - 1)^3, y(k - 

2)^2, y(k - 2)^3, u(k - 1)*u(k - 2), u(k - 1)*y(k - 1), u(k - 1)*y(k - 2), u(k - 2)*y(k - 1), 

u(k - 2)*y(k - 2), y(k - 1)*y(k - 2), u(k - 1)*u(k - 2)*y(k - 1), u(k - 1)*u(k - 2)*y(k - 2), 

u(k - 1)*y(k - 1)*y(k - 2), u(k - 2)*y(k - 1)*y(k - 2) 

 

2- Atraso X: 4; Atraso Y: 4; Grau de Não Linearidade: 2 



Combinações possíveis (Termos Candidatos): 45 combinações distintas 

1, u(k - 1), u(k - 2), u(k - 3), u(k - 4), y(k - 1), y(k - 2), y(k - 3), y(k - 4), u(k - 1)^2, u(k - 

2)^2, u(k - 3)^2, u(k - 4)^2, y(k - 1)^2, y(k - 2)^2, y(k - 3)^2, y(k - 4)^2, u(k - 1)*u(k - 2), 

u(k - 1)*u(k - 3), u(k - 1)*u(k - 4), u(k - 2)*u(k - 3), u(k - 2)*u(k - 4), u(k - 3)*u(k - 4), 

u(k - 1)*y(k - 1), u(k - 1)*y(k - 2), u(k - 2)*y(k - 1), u(k - 1)*y(k - 3), u(k - 2)*y(k - 2), 

u(k - 3)*y(k - 1), u(k - 1)*y(k - 4), u(k - 2)*y(k - 3), u(k - 3)*y(k - 2), u(k - 4)*y(k - 1), 

u(k - 2)*y(k - 4), u(k - 3)*y(k - 3), u(k - 4)*y(k - 2), u(k - 3)*y(k - 4), u(k - 4)*y(k - 3), 

u(k - 4)*y(k - 4), y(k - 1)*y(k - 2), y(k - 1)*y(k - 3), y(k - 1)*y(k - 4), y(k - 2)*y(k - 3), 

y(k - 2)*y(k - 4), y(k - 3)*y(k - 4) 

 

No desenvolvimento e cálculo de todas as combinações dos termos genéricos 

possíveis foi desenvolvida em uma rotiva à parte e posteriormente inserido em uma 

subrotina do software. Tendo assim uma maior agilidade devido não ser necessário ficar 

recalculando e determinando os termos  

 

 

6.2.3.2 - Matriz de Regressores Genérica 

A criação da matriz de termos candidatos segue o seguinte princípio: cria-se 

primeiramente um vetor base, formado pelas variáveis atraso X e atraso Y, as quais irão 

de u(k-1) à u(k-atraso X) e y(k-1) à y(k-atraso Y) onde as letras u e y representam 

respectivamente os dados de entrada e saída que serão inseridos na aplicação, e 

juntamente com o número 1, o qual representa um constante para o sistema. Já o grau de 

não linearidade fará com que seja criado mais dois vetores base iguais a esse, após isso 

será feita a multiplicação termo a termo desses três vetores. 

Exemplo3: 

Atraso X: 2; Atraso Y: 2; Grau de Não Linearidade: 3 

Vetor base = [u(k - 1), u(k - 2), y(k - 1), y(k - 2), 1] 

Multiplicação de vetores base = Vetor base1𝑥Vetor base2𝑥Vetor base3 

Quantidade de termos gerados = 125 



Termos distintos= 35 

Termos candidatos = [ 1, u(k - 1), u(k - 2), y(k - 1), y(k - 2), u(k - 1)*u(k - 2)^2, u(k - 

1)^2*u(k - 2), u(k - 1)*y(k - 1)^2, u(k - 1)^2*y(k - 1), u(k - 1)*y(k - 2)^2, u(k - 2)*y(k - 

1)^2, u(k - 1)^2*y(k - 2), u(k - 2)^2*y(k - 1), u(k - 2)*y(k - 2)^2, u(k - 2)^2*y(k - 2), y(k 

- 1)*y(k - 2)^2, y(k - 1)^2*y(k - 2), u(k - 1)^2, u(k - 1)^3, u(k - 2)^2, u(k - 2)^3, y(k - 

1)^2, y(k - 1)^3, y(k - 2)^2, y(k - 2)^3, u(k - 1)*u(k - 2), u(k - 1)*y(k - 1), u(k - 1)*y(k - 

2), u(k - 2)*y(k - 1), u(k - 2)*y(k - 2), y(k - 1)*y(k - 2), u(k - 1)*u(k - 2)*y(k - 1), u(k - 

1)*u(k - 2)*y(k - 2), u(k - 1)*y(k - 1)*y(k - 2), u(k - 2)*y(k - 1)*y(k - 2)] 

 

 

Segue abaixo trecho programação para gerar matriz genérica para atraso x igual a 2 

% atraso 2        
elseif a==2 
    if grau==1 
        R=V; 
    elseif grau==2 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1); 
                m=m+1; 
            end 
        end      
    elseif grau==3 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                for j2=1:f 
                    R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1)*V(i,j2); 
                    m=m+1; 
                end 
            end 
        end 

                     
    else 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                for j2=1:f 
                    for j3=1:f 
                        R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1)*V(i,j2)*V(i,j3); 
                        m=m+1; 
                    end 
                end 
            end 
        end                
    end 

 

 



Após a geração de todas as possíveis combinações do sistema, as matrizes foram 

inseridas nas linhas de programação dentro de uma função, a qual preenche a matriz com 

os dados selecionados pelo usuários. 

 

 

 

6.2.4 - Determinação da estrutura do modelo 

  

Devido haver uma alta complexidade para a inclusão de termos candidatos no modelo de 

sistemas não lineares, mesmo considerando sistemas de baixa ordem, tendo em vista o 

elevado número de termos. Com o intuito de resolver esta questão foi adotado o critério 

da taxa de redução de erro (ERR). 

A taxa de redução de erro, Erro Reduction Ratio (ERR), corresponde à soma dos 

erros quadráticos gerados por cada termo, ou seja, consiste em mensurar a redução do 

erro de saída devido à inserção de cada termo. Possibilitando desta forma determinar 

termos relevantes e irrelevantes, sendo possível escolher, selecionar os termos mais 

significativos ao modelo. Sendo que quanto maior o índice ERR maior será sua 

importância no modelo. 

Sendo assim, a estrutura do modelo foi determinada da seguinte forma: de pose da matriz 

genérica de termos candidatos, preenche-se a matriz com os dados selecionados, campo, 

dado de identificação da interface, e o critério ERR seleciona os termos com maior 

coeficiente, ou seja, os termos mais revelantes, 

 

 

 

 

 

 

 



Como demonstrado no trecho abaixo, parte da programação desenvolvida no 

software matlab, pelo autor Aguirre, o qual possibilitará o cálculo do ERR 

for j=1:np  % Opera por colunas, ate o numero de termos final 

   
     % Determina err para demais regressores e volta a escolher 
     % o de maior valor 

    
    for k=j:n-1 % ate completar o numero de termos candidatos 

    

c(k)=((A(j:m,k)'*A(j:m,n))^2)/((A(j:m,k)'*A(j:m,k))*yy);  % 

err do regressor  
    end; 

     

     
    [ans,aux]= max(c(j:n-1)); 
    jm=j+aux-1; 
    err(j)=ans; 
    aux=A(:,jm); % coluna do regressor com maior err 
    A(:,jm)=A(:,j); 
    A(:,j)=aux; 
    aux=piv(jm); % indice do regressor com maior err 
    piv(jm)=piv(j); 
    piv(j)=aux;   

    
   x=A(j:m,j); 
   % v=house(x) 
    % Do livro Matrix Computations 2a Ed. pg 196 
    % Dado um vetor x, volta-se um vetor v de tal forma 
    % que (I-2vv'/v'v)x é zero à excecao do primeiro elemento 

  
    nx=length(x); 
    u=norm(x,2); 
    v=x; 
    if u ~= 0 
      b=x(1) + sign(x(1))*u; 
      v(2:nx) = v(2:nx)/b; 
    end; 
    v(1)=1; 
   % fim house(x) 

  
   a=A(j:m,j:n); 

    
    % a=rowhouse(a,v) 
    % Dada uma matriz A (m,n), e um vetor de comprimento m, v,  
    % cujo primeiro elemento é 1, este algoritmo substitui 
    % A por P*A onde P=I-2vv'/v'v 

  
    b=-2/(v'*v); 
    w=b*a'*v; 
   a=a+v*w'; 
   % fim rowhouse(a,v) 

    
   A(j:m,j:n)=a;    

  
end; 
% fim myhouse(A) 
Piv=piv(1:np 



6.2.5 - Validação 

 

Como verificado em Aguirre (2007), após inúmeras etapas no processo de 

identificação deseja-se constatar que o modelo obtido possui características relevantes do 

sistema, ou seja, o modelo determinado apresenta propriedades interessantes do sistema 

observado. 

Com o intuito de tornar válido o modelo obtido, o modelo encontrado é submetido 

a uma nova massa de dados, ou seja, é efetuado dois testes no sistema, o sistema é excitado 

com impulsos diferentes, a ser observado, os quais são independentes um do outro. Sendo 

a primeira amostra de dados utilizada para a identificação do sistema e a segunda massa 

de dados utilizada na validação do sistema. Importante lembrar que os dados extraídos 

devem ser obtidos de um planta em operação em condições semelhantes. 

Desta forma pode se garantir que o modelo matemático obtido representa as 

características do sistema em estudo. 

  



7. RESULTADOS 
 

 

No presente trabalho, ao se desenvolver o software de identificação de sistemas 

utilizou-se dados já experimentados por outros autores, dados de entrada e saída de 

determinadas plantas. Com o intuito de demonstrar a funcionalidade e aplicabilidade do 

trabalho segue os resultados do software a ser aplicado a dois sistemas distintos. 

No primeiro exemplo, ao se configurar o software como mostra a figura 15 e 

selecionar os arquivos .mat (arquivos de extensão do Matlab), testgrafico3 e testgrafico2, 

respectivamente nos campos dados de identificação e dados de validação, o programa irá 

apresentar, a princípio, apenas o gráficos destas informações selecionadas, vide figura 16 

 

Figura 15: Configuração parâmetros teste 1 

 

  

Fonte: Autor 

 



Figura 16: Gráfico Dados Utilizados Teste 1 

 
Fonte: Autor 

 

Ao iniciar o sistema nestas configurações, será apresentado algumas informações 

relevantes ao usuário, tais como: termos candidatos, estimação parâmetro e o próprio 

modelo do sistema. 

Como mencionado no tópico anterior, o algoritmo de Householder juntamente 

com a taxa de redução de erro ERR determinam os termos que seram utilizados, ou seja, 

dos 84 termos da matriz de regressores o algoritmo irá selecionar os melhores termos, 

neste exemplo dos 84 termos será escolhida apenas 9 . 

 

[ 1, u(k - 1), u(k - 2), u(k - 3), y(k - 1), y(k - 2), y(k - 3), ... , u(k - 1)*y(k - 2)*y(k - 3), u(k 

- 2)*y(k - 1)*y(k - 3), u(k - 3)*y(k - 1)*y(k - 2), u(k - 2)*y(k - 2)*y(k - 3), u(k - 3)*y(k - 

1)*y(k - 3), u(k - 3)*y(k - 2)*y(k - 3), y(k - 1)*y(k - 2)*y(k - 3)] 

 

Destes se seleciona apenas nove termos, os quais representam mais significativamente 

as características do sistema. 

 

[ y(k-1), y(k-2), u(k-2), u(k-1)^3, u(k-2)^2*y(k-3), u(k-1)^2, y(k-1)*y(k-3)^2, u(k-

1)*u(k-3)^2, u(k-2)*y(k-2)^2] 

 

Sendo: 

u = dados referentes à entrada do sistema 



y= dados referente à saída do sistema. 

(k-n) = argumento que indica que os regressores são tomados k a n instante. 

 

Ainda com esta configuração podemos observar os parâmetros estimados, logo o 

modelo do sistema a ser analisado. 

𝜃

= [0,9963 ;  0,072; −0,25;  − 1,76𝑥10−5;  3,74𝑥10−6;   12,85𝑥10−3 ; −2,28𝑥10−5;  +5,27𝑥10−5] 

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 =       − 1,76𝑥10−4𝑢(𝑘 − 1)3 + 12,85𝑥10−3𝑢(𝑘 − 1)2 + 5,27𝑥10−5𝑢(𝑘 −

1) 𝑢(𝑘 − 3)2 + 4,69𝑥10−7𝑦(𝑘 − 1) 𝑢(𝑘 − 2)2 + 3,74𝑥10−6 𝑢(𝑘 − 2)  𝑦(𝑘 − 2)2 −

0,25𝑢(𝑘 − 2) + 0,072𝑦(𝑘 − 2) − 2,28𝑥10−5𝑦(𝑘 − 1) 𝑦(𝑘 − 3)2 + 0,9963𝑦(𝑘 − 1) 

(7.1) 

 

Através do modelo matemático 7.1 podemos observar o comportamento do 

sistema ao longo do intervalo, durante a etapa de validação, figura 17. 

 

Figura 17: Gráficos Resultados identificação 1 

 

Fonte: Autor 

 

No segundo exemplo proposto utiliza-se as informações de uma outra planta, a 

qual apresenta o comportamento demonstrado na figura 18 e será parametrizada com os 

valores mostrados na mesma imagem.  

 



Figura 18: Graficos Dados Teste 2 e Teste 3 

 

Fonte: Autor 

 

Apresentando as seguintes características: 

Número de termos candidatos: 165 

Número de parâmetros, número de termos no modelo final: 11 

 

Termos do modelo final: 

[ u2, y3*y4, u3*y2*y3, y1^3, u1, u4*y1*y4, u3^2, u4*y3, u3*y1^2, u1*u2*u3, u3*y2^2] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Comportamento da saída estimada ao longo do tempo, figura 19. 

 

Figura 19: Gráfico resultados teste 2 np=11 

 

Fonte: Autor 

 

 

Como demonstrado na figura 19 o resultado encontrado não é satisfatório, mas ele 

possui este desempenho devido à quantidade de parâmetros no modelo final, isto porque 

o algoritmo escolheu termos espúrios, ou seja, o modelo final possui elementos 

desnecessários. 

De forma a representar isto, foi alterado o número de parâmetros do modelo para 

três e foi mantida a configuração anterior, apresentando respostas diferentes como 

exposto na figura 20 

  

Figura 20: Graficos Resultado Teste 3 np = 3 

 

Fonte: Autor 

 



Possuindo assim as seguintes características: 

 

Termos do modelo final: 

[ u2, y3*y4, u3*y2*y3] 

 

𝜃 = [1,272; 1,541𝑥10−3; 1,813𝑥10−5  ] 

 

Modelo final: 1,272u(k-2) -1,541𝑥10−3y(k-3)y(k-4) + 1,813𝑥10−5u(k-3)y(k-2)y(k-3) 

(7.2) 

 

 

 

  



8. CONCLUSÃO 
 

Com o desenvolvimento do software, observou-se que o tempo para a 

identificação de sistemas mostrou-se relativamente baixo, sempre realizando a tarefa 

proposta na casa dos segundos, comprovando que o sistema possui uma boa agilidade, 

visto que para calcular tais tarefas manualmente levaria um tempo maior, principalmente 

dependendo da sua complexidade, além da possibilidade de erros humanos durante os 

cálculos.  

Devido aos diversos testes, pode-se verificar que os objetivos propostos foram 

atendidos, como desenvolvimento de interface que possibilitaria a identificação de 

sistemas, tratamento adequado aos dados utilizados e utilização do software para diversos 

sistemas. 

No decorrer do projeto observou algumas limitações e algumas possíveis 

melhorias que podem ser feitas no trabalho, dentre estas ressalta-se a criação de uma nova 

interface com o usuário, que permitiria a seleção do número de parâmetros contidos no 

modelo final, o qual foi comprovado na seção anterior. 

Um mudança de maior impacto seria o desemvolvimento de um sistema de aquisição de 

dados, o qual poderia ser acionado por meio da interface com o usuário, coletando as 

resposatas do sistema excitado com os sinais estipulados pelo usuário. 

Além do desenvolvimento de mais uma janela, ou aba, contendo as respostas 

obtidas, proporcionando uma melhor visualização das respostas do sistema. 
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ANEXO A - ROTINA PARA GERAÇÃO DA MATRIZ GENÉRICA 
 

clear  
clc 
syms y k u 
a=2;b=2;grau = 3; 
c= a+b; 
m=1; 
i=1; 
f=c+1; 
V = sym (ones(1,f)); 

  
% Cria o vetor base  
for j=1:c 
    if j<=a 
        %V(1,j) = dado_u(atrasoX -(j-1):tam_dado_u - j); 
        V(1,j) = sprintf('u(k-%d)',j); 
    else 
        e=j-a; 
        %V(1,j) = dado_y(atrasoY -(e-1):tam_dado_y - e); 
        V(1,j) = sprintf('y(k-%d)',e);        
    end 
end   

  
V 

  
% Atraso 0 em x 
if a==0 
    if grau==1 
        R=V; 
    elseif grau==2 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1); 
                m=m+1; 
            end 
        end      
    elseif grau==3 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                for j2=1:f 
                    R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1)*V(i,j2); 
                    m=m+1; 
                end 
            end 
        end 

                     
    else 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                for j2=1:f 
                    for j3=1:f 
                        R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1)*V(i,j2)*V(i,j3); 
                        m=m+1; 
                    end 
                end 
            end 
        end                
    end 



  
% atraso 1 
elseif a==1 
    if grau==1 
        R=V; 
    elseif grau==2 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1); 
                m=m+1; 
            end 
        end      
    elseif grau==3 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                for j2=1:f 
                    R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1)*V(i,j2); 
                    m=m+1; 
                end 
            end 
        end 

                     
    else 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                for j2=1:f 
                    for j3=1:f 
                        R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1)*V(i,j2)*V(i,j3); 
                        m=m+1; 
                    end 
                end 
            end 
        end 
    end 

            

     
% atraso 2        
elseif a==2 
    if grau==1 
        R=V; 
    elseif grau==2 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1); 
                m=m+1; 
            end 
        end      
    elseif grau==3 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                for j2=1:f 
                    R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1)*V(i,j2); 
                    m=m+1; 
                end 
            end 
        end 

                     
    else 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 



                for j2=1:f 
                    for j3=1:f 
                        R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1)*V(i,j2)*V(i,j3); 
                        m=m+1; 
                    end 
                end 
            end 
        end                
    end 

     
% Atraso 3     
elseif a==3 
    if grau==1 
        R=V; 
    elseif grau==2 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1); 
                m=m+1; 
            end 
        end      
    elseif grau==3 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                for j2=1:f 
                    R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1)*V(i,j2); 
                    m=m+1; 
                end 
            end 
        end 

                     
    else 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                for j2=1:f 
                    for j3=1:f 
                        R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1)*V(i,j2)*V(i,j3); 
                        m=m+1; 
                    end 
                end 

                 
            end 
        end 
    end 

  
% Atraso 4     
else 
    if grau==1 
        R=V; 
    elseif grau==2 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1); 
                m=m+1; 
            end 
        end      
    elseif grau==3 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                for j2=1:f 
                    R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1)*V(i,j2); 



                    m=m+1; 
                end 
            end 
        end 

                     
    else 
        for j=1:f 
            for j1=1:f 
                for j2=1:f 
                    for j3=1:f 
                        R(i,m)=V(i,j)*V(i,j1)*V(i,j2)*V(i,j3); 
                        m=m+1; 
                    end 
                end 
            end 
        end                
    end 

     

  
end 

  
R 
Reg=unique(R) 

  
Comp=length(R) 

  

 

 


