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RESUMO

Este projeto apresenta sistemas multivariaveis que necessitam de projetos de
controle baseados em Métodos de Otimizagdo N&o Linear. Para isso, utilizaram-se
eqguacionamentos obtidos a partir da aplicacdo de métodos néo lineares, tais como:
Multiplicadores de Lagrange, Funcdes Penalidade e Minimos Quadrados. Estes
métodos podem ser aplicados em modelos complexos, buscando a obtencdo de um
controle 6timo que, comparado aos controladores no espaco de estados, possuem
uma resposta mais eficiente. Isso ocorre pelo fato de que sistemas em engenharia
tém natureza complicada, devido, por exemplo, a ma calibracdo de equipamentos,

incerteza nos modelos etc.

Palavras-chaves: Modelos ndo Lineares de Otimizacdo, equacionamento de

controladores, espaco de estados, sistemas multivariaveis.



ABSTRACT

This project presents multivariable systems that require control projects based on
nonlinear optimization methods. For this purpose, balances obtained from the
application of nonlinear methods, such as Lagrange multipliers, Penalty Functions
and Least Squares were used. These methods can be applied to complex models, in
order to obtain an optimal control that, compared to drivers in the state space, have a
more efficient response. This happens due to the fact that engineering systems have
a complicated nature due to, for example, poor equipment calibration, uncertainty in

the models etc.

Keywords: Nonlinear optimization models, equating of controllers, state space,

multivariable systems.
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1 INTRODUCAO

Controle Multivariavel ¢ um ramo da teoria de controle que lida com
representacdo do modelo da planta contendo varias entradas e saidas.
Controladores projetados utilizando o controle multivariavel, estdo aptos a realizar
projetos para sistemas mais complexos, considerando-se, por exemplo, a classe de
controladores que garantem um bom desempenho mesmo na presenca de
perturbacdes paramétricas, denominado, controle robusto.

A robustez pode ser na presenca de incertezas, na estabilidade ou no
desempenho. O modelo de um processo € sempre inexato em relagdo ao sistema
fisico real devido a: mudancas de parametros, dinamica ndo modelada, retardos néo
incluidos no modelo, mudancas de ponto de operacdo, ruidos no sensor,
perturbacdes imprevisiveis.

Um objetivo recorrente em diversos problemas é a busca pela melhor
solucéo, o que pode consumir muito tempo e recursos. Por isto, foram desenvolvidos
varios modelos néo lineares de otimizacdo que aplicados ao equacionamento dos
controladores facilitam esta tarefa. Os modelos ndo lineares de otimizagcdo séo
compostos de diversos métodos de solugdes, tais como Multiplicadores de
Lagrange, que sdo usados para transformar problemas de otimizagdo sob-restricbes
em problemas irrestritos.

As restricbes sdo adicionadas a funcdo objetivo via um vetor de
multiplicadores no primeiro método e via um parametro de penalidade de maneira a
penalizar qualquer violacdo das restricdes no Método das Funcdes Penalidade.
Além destes ha o método de Barreira, onde se soma termos a func¢édo objetivo que
sdo insignificantes quando a variavel a ser otimizada esta no interior da regido
factivel, mas se aproximam de infinito quando o ponto se aproxima da borda, e
outros.

A partir desses modelos e métodos é possivel equacionar controladores no
modelo espaco de estados. A abordagem de espaco de estados consiste em
determinar um conjunto de equacdes diferenciais arranjadas em formas matriciais
gue descrevem a dinamica do sistema.

Ja com respeito aos métodos de otimizacdo nao lineares, é necessario para

um melhor entendimento o conhecimento e verificagdo de propriedades tais como
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convexidade, dualidade, modalidade, dentre outras para garantia de existéncia de
solucéo e unicidade, em determinados casos.

No entanto, um gquestionamento que existe & quais métodos resolvem essa
classe de problemas de controle multivariavel, garantindo a obtencdo de um
resultado 6timo, préximo ao esperado teoricamente.

Neste trabalho, o interesse é fazer o equacionamento dos controladores no
espaco de estados, a partir dos métodos de multiplicadores de Lagrange, Funcdes
Penalidade e Minimos Quadrados.

Sequéncias de entradas de controle 6timas sdo obtidas no equacionamento
de controladores, garantindo um bom desempenho mesmo com sistemas
representados de maneira mais complexa.

Com a aplicacdo desses métodos nao lineares para controle, espera-se obter
um equacionamento adequado, o qual aplicado a um processo genérico garanta o
melhor resultado possivel em comparagdo a outros métodos existentes.

Para a simulacédo dos controladores obtidos sera utilizado o software Matlab®.
Tais simulacfes mostram a eficiéncia dos resultados e a viabilidade destas novas

técnicas de projeto.
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2. TEORIA DE CONTROLE MODERNO

2.1 Introducéao

Neste capitulo sera apresentado um estudo das propriedades e analise de
sistemas no espaco de estados, através da sua representagdo, conceitos e critérios
para verificacao, tais como: estabilidade, controlabilidade e observabilidade.

Serdo apresentadas técnicas de projetos de controladores no espaco de
estados para sistemas multivariaveis via equacao de Lyapunov e Andlise de Auto
Estrutura. Além disso, sera mostrado como decompor canonicamente um sistema
através de uma dada transformacdo de equivaléncia, o que garante viabilidade de
projeto utilizando-se propriedades mais fracas dos sistemas, quais sejam,

estabilizabilidade e detectabilidade.

2.2 Andlise no espaco de estado

Um sistema de controle moderno pode ter varias entradas e saidas, o que
torna os sistemas complexos. Para analisar esses tipos de sistemas, € necessario
reduzir a complexidade das expressfes matematicas e recorrer a computadores
para o0 processamento na analise. A abordagem em espaco de estados € a mais
apropriada para essa finalidade.

Conforme Ogata (2010,p.595), a teoria de controle moderno é baseada na
descricdo de um sistema de equacdes em termos de n equacdes diferenciais de
primeira ordem, as quais podem ser combinadas em uma equacao vetorial —
matricial de primeira ordem, simplificando a representacdo matematica do sistema
de equacodes.

No projeto de sistemas de controle existem duas abordagens: a analise no
dominio da frequéncia e a analise no dominio do tempo.

A analise no dominio da frequéncia, conforme Nise (2000,p.91), € baseada na
transformacdo de uma equacdo diferencial em uma funcdo de transferéncia,
gerando um modelo matematico que relaciona a saida com a entrada do sistema de
forma direta.

Uma desvantagem com relacdo a essa analise € que as aplicacbes sao

limitadas, ou seja, s6 podem ser usados sistemas lineares e invariantes no tempo ou
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sistemas que podem ser aproximados a essas caracteristicas. A vantagem dessa
abordagem é que fornece informacéo rapida sobre estabilidade e reposta transitoria.

A analise no dominio do tempo ou no espaco de estados constitui um método
unificado de modelagem, analise e projeto de um grande numero de sistemas. Essa
abordagem pode ser usada para representar sistemas nao lineares, dotados de
folga, saturagédo e zona morta; podem manipular sistemas de condigdes iniciais n&o
nulas e possuem sistemas com multiplas entradas e/ou multiplas saidas

denominados multivariaveis.

2.3 Representacdo no Espaco de Estados

O espacgo de estados é definido como o espaco n-dimensional no qual as
componentes do vetor de estado representam o0s eixos coordenados.
(D'AZZ0O e HOUPIS, 1984)

No modelamento em espaco ha varios elementos que necessitam defini¢des:

Variavel de sistema: Qualquer variavel que responda a uma entrada ou a
condic¢des iniciais em um sistema.

Variaveis de estado: € a menor quantidade de funcgbes x(t) capaz de

determinar o estado do sistema, sendo que os estados séo variaveis calculadas no

tempo em que o conhecimento de Xem t,(X(t,)) juntamente com a entrada u(t) para
t >t, determina o comportamento do sistema para t > t,.

Vetor de estados: € aguele composto pelas varidveis de estado e determina
a dimenséo do sistema.

Espaco de estados: é o espaco n-dimensional onde os eixos sdo as
variaveis de estado.

Equacbes de estados: conjunto de n equacbes diferenciais de primeira
ordem, com n variaveis que sao as variaveis de estado.

Equacdo de saida: é a equagdo que expressa as variaveis de saida como
combinac¢des das variaveis de estado e das entradas.

Em um sistema continuo no tempo, a equacao de estados é definida por:
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X(t) = Ax(t) + Bu(t) (1)
Se o sistema for discreto no tempo a equacao torna-se:
X(K +1) = Ax(K) + Bu(K) (2)

As matrizes A e B sdo tomadas constantes, o que garante que o sistema é
invariante no tempo. Caso sejam compostas por funcdes, isto €, A = A(t) e B = B(t),
o sistema é dito variante no tempo.

No modelo espaco de estados, as equacdes variaveis de entrada séo
representadas por u(t), as de saida séo representadas por y(t) (ou z (t)) e as de
estados sao representadas por x(t).

Se o sistema tem uma entrada e uma saida, é chamado monovariavel (do
inglés SISO- Single Input, Single Output). Ja se o sistema tem mdltiplas entradas e
/ou saidas, ele é dito multivariavel (do inglés MIMO — Multiple Input, Multiple Output).

Descricdo em equacdo de estados de um sistema com n estados e n,

entradas:
X(t) = Ax(t) + Bu(t) 3)
E a equacdo de saida é dada por:

y(t) = Cx(t) + Du(t) (4)
x(0) = x, )

A € R™™: matriz de sistema

B € R™™:: matriz de entrada

C € R™*™: matriz de saida

D € R™*™: matriz de transmissao direta

x(t) € R™: vetor de estado

x(t) € R™*1: derivada do vetor de estados em relagdo ao tempo

y(t) € R™: vetor resposta, ou seja, saida do sistema
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u(t) € R™: vetor de entrada ou de controle do sistema

Sen, =n, =1, o sistema € monovariavel.

Em geral, nos modelos conhecidos na literatura, D é tomada como sendo uma
matriz nula. Esta representacdo fornece o conhecimento completo de todas as
variaveis do sistema em qualquer instante de tempo t > t,.

Os componentes do vetor de estados devem ser linearmente independentes e
0 numero minimo de variaveis de estados necessario € igual a ordem da equacgéo
diferencial que descreve o sistema. Outra forma de saber a que ordem o sistema
pertence é contar o niumero de elementos armazenadores de energia independentes
existentes no sistema. O numero desses elementos € igual a ordem da equacao

diferencial e ao nimero de variaveis de estado.

2.4 Propriedades de sistemas em espaco de estados

Os conceitos de controlabilidade e observabilidade foram introduzidos por
Kalman e tém papel fundamental no projeto de sistemas de controle no espaco de
estados. As condi¢cdes de controlabilidade e observabilidade podem dizer sobre a
existéncia de uma solucdo completa para o problema de projeto do sistema de
controle. A solucdo poderd existir ou ndo. Portanto € necessario conhecer as
condicdes nas quais o sistema é controlavel e observavel.

A seguir, serdo determinadas as condicbes de controlabilidade e

observabilidade.

2.4.1 Controlabilidade

Se for possivel obter uma entrada capaz de transferir todas as varidveis de
estado de um sistema de um valor inicial desejado para um estado final
desejado, o sistema é dito controlavel;, em caso contrario, o sistema € nao
controlavel. (NISE, 2002)

Considere as equacoes:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (6)
y() = Cx(t) + Du(t) (7)
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O par (A, B) referente ao sistema (6) € controlavel se, para todo estado inicial

x(ty) = xo e todo estado final x; = x,(t,), existe uma entrada que leva x, a x; em
t € [ty t1]-

Critério: O sistema € controlavel se a matriz de controlabilidade & definida por:

& =[B AB A2B..A"1B] (8)

tiver posto linha pleno, ou seja, os vetores B,AB,A%B,..A"" 1B devem ser
linearmente independentes.

Segue dimensionamento:

5 e RNy

&=[nXn, nXny,..nXnylnxnn,
B € R™M

AB € R™™Mu

AZB I= Rnxnu

ATLB € Rnxnu

Exemplo: Dado o sistema abaixo, determinar se ele é controlavel.

X = Ax+ Bu
-1 1 0 0
x=0 -1 0 |x+|1lu
0O 0 -2 1

Aparentemente parece o sistema € ndo controlavel por causa do zero no vetor

A matriz de controlabilidade é dada por:
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=8 AB A’B]
0
B=|1
1
-1 1 olfo] [1
AB=|0 -1 0 ||1|=|-1
~2|1 _—2
11 0 -2
A’B = 0 = 1
~2| | 4
0
=1 -1 1
1 -2 4

O posto de & é igual ao numero de linhas linearmente independentes. O

posto pode ser determinado através da submatriz quadrada de maior ordem que

seja nao singular. O determinante de £=-1. Como o determinante € ndo nulo, a
matriz 3x3 € nao singular, e o posto de & é 3.
Conclui-se, entdo, que o sistema € controlavel, uma vez que o posto de ¢ é

igual a ordem do sistema.

2.4.2 Observabilidade

O sistema é observavel se existe um instante t; > t, tal que para qualquer
condicao inicial x(t,) o conhecimento da entrada ulty, t;] e y[t,, t;] € suficiente para
determinar x(t,). Segundo Ogata (2010,p.623) o sistema sera observavel se cada
transicao de estado afetar cada elemento do vetor de saida.

Critério: se o sistema € observavel, entdo a matriz de Observabilidade ¢tem

posto coluna pleno.

C
CA
p=| CA?
5 9)
CAn—l
Dimensionamento:



w E RTLTLyXTL
le Xn
n, Xn
_ y
P=1n, xn
y
ny xn nvezes
C € Rnyxn
CA € R™X"
CAZ € Rnyxn

CAn—l = ]Rnyxn

Determinante ¢ = 0é posto coluna pleno.

Exemplo: Determinar se o sistema é observavel:

X=Ax+Bu
0O 1 O 0
x=/0 0 1 [x+|0u
-4 -3 -2 1
y =Cx
y=[0 5 1

A matriz de observabilidade ¢ é:

C
p=| CA
CA’
c=[0 5 1]
0o 1 0
CA=[0 5 1j 0 0 1 |=[-4 -3 3]
4 -3 -2

0 1 o]fo 1 o
CA°=[0 510 0 1|0 0 1
4 -3 -2||-4 -3 -2

0 1 0

CA’=[-4 -3 30 0 1|=[12 -13 -9

—4 -3 -2

21
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0 5 1
p=|-4 -3 3
~12 -13 -9

Como o determinante de ¢ € igual a -344, ¢ tem posto total igual a 3.

Conclusédo: O sistema é, portanto, observavel.

Observacdo: Nem sempre a matriz de observabilidade serd quadrada. Para
estes casos, € necessario analisar o posto coluna, utilizando a mesma técnica
realizada para a andlise de controlabilidade, através da submatriz quadrada de

maior ordem que seja néo singular.

2.5 Projeto de controladores e observadores no espaco de estados

Existem varios tipos de projeto no modelo espaco de estados, quais sejam:
alocacdo de polos em malha fechada, observadores de estados, regulador linear
quadratico 6timo e sistemas de controle robusto, sendo que cada um destes se
aplica a um determinado objetivo do projetista a partir da formulagdo do modelo.

O método alocacdo de polos € semelhante ao método lugar das raizes, porém
nele alocam-se todos os polos em malha fechada nas posi¢des desejadas, enquanto

no método lugar das raizes alocam-se somente polos dominantes.

2.5.1 Método via Equacdo de Lyapunov

Segundo D’Azzo (1984) e Houpis (1984) esse método requer a determinacao
dos autovalores a partir das equacOes linearizadas em torno de um ponto de
equilibrio.

Por exemplo: Considere uma regido € no espaco de estados envolvendo um

ponto de equilibrio x,. Este ponto de equilibrio sera estavel desde que exista uma
regido &(e) contida em e, tal que toda trajetéria comegando na regido § ndo saia da
regido €. De acordo com essa definicdo ndo é necessario que a trajetoria tenda para
o ponto de equilibrio. E necessario apenas que a trajetéria permaneca no interior da

regiao e, o que permite uma oscilagédo continua em torno do ponto de equilibrio.
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Este método propde uma forma mais simples para projetar uma
realimentacdo de estados que posiciona autovalores do sistema em malha fechada.

Para o caso MIMO o projeto é mais complexo do que para o caso SISO e
segue alguns procedimentos baseados na equacéo de Lyapunov:

a) Verifica-se se o sistema é controlavel.

b) Seja A uma matriz com os autovalores desejados em malha fechada, onde néao
existem autovalores comuns entre A e A.

c) Seja K uma matriz qualquer tal que (,Z\, }Z) € observavel.

d) Determina-se a matriz P, solugdo da equagéo de Lyapunov (10).

AP — PA = BK (10)

e) Se P é singular, ou seja, se e somente se seu determinante for nulo, seleciona-se
outra matriz K. Caso contréario, temos que P é invertivel, e portanto, faz —se
K=KP™,

f) As matrizes Ae (A-BK) tem os mesmos autovalores.

Exemplo: Considere o sistema:

. |1 0 10
X= X+ u
{O 1} {0 J

y=[ 1

Determine o ganho K tal que os autovalores em malha fechada sejam s=-1e
s=-2.

Neste exemplo segue que o dimensionamento do ganho de realimentacéo
K € R?*?2 e, caso fosse requerida, G(s) € R¥™2, que € a matriz funcdo de
transferéncia associada ao sistema.

De acordo com os procedimentos acima, seguem 0S passos:

a) Verificacdo da controlabilidade:
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¢=[B AB]
oo 3 et
SN

Linhas sdo linearmente independentes ou ndo sdo mdultiplas. Portanto, o par

(4, B) é controlavel.

b) A

Al 5

Observacdo: A e A ndo possuem autovalores comuns.

As colunas séo linearmente independentes. Portanto, o sistema é observavel.

d PekK



AP — PA=BK

1 0lla b]| [a b][-1 © 1 0]f1 1
0 1H; d}_L d}{o —Q}ZL 1“5 J
la b| [-a —-2b] [1 1

c d}{—c —Zd}{o J

la+a b+2b]| [1 1

c+c d+2d}:{0 J

[2a 3] [1 0
2c 3d| |0 1

% 0
P—
o 1
3
Det :1.1 = l #0 .. Invertivel
23 6
e) K=KpP™
o % 0
K= 6
0 1745 1
2
(1 1][2 ©
K= .
10 1j|0 3
(2 3
K =
I

o oo a3
R R
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2 3
Portanto, o ganho K :{O 3}faz a alocacdo em malha fechada do sistema em

s=-1le s=-2.

2.5.2 Projeto Observadores de Estados para Sistemas Multivariaveis

O procedimento é analogo ao desenvolvido para o controlador e segue 0s
seguintes passos:

a) Verifica-se a observabilidade do par (A,C).

b) Seleciona-se uma matriz FeR™", tal que os autovalores de F
coincidam com os autovalores (polos) desejados em malha fechada: A(A) = A(F).

C) Seleciona-se uma matriz L, tal que (F, E) seja controlavel.

d) Encontra-se P que satisfaca a equacéo (11).
PA-FP=LC (11)

e) Se P for ndo singular, seguem (12) e (13):

L=PL (12)
A(A—LC) = A(F) (13)

2.5.3 Decomposicdo Canodnica

H& casos em que, mesmo o sistema nao sendo controlavel, & possivel
determinar um ganho de realimentacdo K, tal que se u=-Kx (entrada

realimentada), tem-se (A—BK) com o0s polos desejados. Para esse novo tipo de

projeto, faz-se necessario enfraguecer as propriedades de controlabilidade e
observabilidade, através da definicdo de duas novas andlises, quais sejam,

estabilizabilidade e detectabilidade.

Considere o sistema no espaco de estados:
X(t) = Ax(t) + Bu(t) (14)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (15)
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Tem-se que (14) e (15) é estabilizavel se existir uma matriz K ,tal que A—BK

seja estavel quando

u=—KXx (16)

» O sistema é estabilizavel quando os autovalores ndo controlaveis sdo estaveis.

Ja o sistema é detectavel se existir um ganho L tal que A- LCseja estavel.

» O sistema é detectavel quando os modos ndo observaveis sédo estaveis.

Proposicdo: O par (A B)é estabilizavel, se e somente se, (A",B")for

detectavel. E (A,C) é detectavel, se e somente se, (A",C") for estabilizavel.

Um critério pra garantir a estabilidade € verificar que os autovalores de A tém

parte real negativa.

>

Demonstracao:

Se (A, B) é estabilizavel, entéo existe K tal que A—BK seja estavel.

Mas se A—BK é estavel, entdo (A—BK)™ também o é.
Assim:

(A-BK)" =(A" - (BK)")

(A—BK)'=(A" —K'B")

E, portanto, o par ordenado (A", B") é detectavel.

Analogamente:

Se (A,C) é detectavel, entdo existe K tal que A—LC seja estavel.
Mas se A—LCé estavel, entdo (A—LC)" também o é.

Entdo:

(A-LC)" = (A" —(LO)")

(A-LC)'=(A"-L'C")

Assim, o par ordenado (A",C") é estabilizavel.

2.5.3.1 Decomposicédo do sistema na forma controlavel/ndo controlavel
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Considere um sistema no espaco de estados ndo controlavel. Este sistema

tem de dimens&o n e o posto da matriz de controlabilidade é dado por:

posto(&) =n, <n a7)

Forme a matriz nxm.

Pl=1[q g2 Gn-1 qul (18)

Cujas primeiras n, colunas sao quaisquer n, colunas linearmente
independentes de ¢ e as demais s&o escolhidas arbitrariamente.

A transformacé&o de equivaléncia é dada por:

x|
Il
T

X
P(Ax + Bu)
PAP'X + PBu

X

(19)

x|
Il

uma vez que

x=P7X

(20)

Assim, segue que:

A=PAP* (21)

W

= PB (22)

C=Ccp* (23)
De forma equivalente, ao definir:

X =Px

X = P (Ax+ Bu)

X =PAPx+P*Bu

(24)

Il
O
>

(25)

< <
Il
O
R
by

Portanto,
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A=P AP (26)
B=P'B (27)
C =CP (28)

);(c — 'E‘c '3‘12 _Xc:|+ gc u (29)
>;(wc 0 Rc _)_(nc 0

Com:

KC (= Rnlxnl
A € R(-nx(n-ny)

Ez (= Rnl X (TL—Tll)

(99)

nyxXnu
_ER

o

€ ]R(n—nl) xnu

CC (= Rnpxnl

C, €€ R™P*(n-m1)

Para transformar um sistema multivariavel em um subsistema na forma
decomposta controlavel/n&o controlavel devem-se seguir 0s passos abaixo:

1° passo: Montar a matriz de controlabilidade (8) e extrair nj.

2° passo: Montar P~'. Para definir P, usa-se colunas da matriz de
controlabilidade e coloca-se para facilitar vetores pertencentes a base canonica.

3° passo: Fazer a transformacgéo de equivaléncia.

4° passo: Decompor o sistema e tirar a parte controlavel dele.

5° passo: Verificar a estabilidade da parte ndo controlavel do sistema

decomposto. Ou seja, para saber se é estabilizavel basta olhar os polos do A,..

Exemplo: Determine o subsistema controlavel a partir de:
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01
X+(1 Ol
01
Passo 1: Montar & e extrair n;.
B AB A%B|

110
010
011
g:

y=[ 1 1)x

X

|

— O

—

1

O

)

—

« O O

011121

|

B

Al

101010}

011121

&=

=L,
3
n, =2

posto(&)=2<3

L,

n
Passo 2: Montar P2,

g

— O O

— O <«

O 1 O

011100
pt=[1 0 00 1 0l=L, oL
010001
100010
pt=(0 1 1 1 0 0l=L, oL,
010001
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|

} =L, = (1L, +L,
-1

1 00010
P'=/0 1 0001
011100
1 0001 O
P'=/0 1 0 00 1
00110

o I

«— O O

o o <
1

]-E
|

0

0
0

1
1
0
-1{{0 1 O

1

10
-1]l0 1 1

11

011
100
010

01 0
10
01 010 11
10
100
[111]{
L 2 1]

Passo 3: Fazer a transformacéo de equivaléncia.
A =PAP*!

C=cP?
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Passo 4: Verificar a estabilidade da parte ndo controlavel:

Ac =1>0
det(sl — A ) =0
det(s-1) =0
s=1

Portanto o sistema néo é estabilizavel.
2.5.3.2 Decomposic¢éo do sistema na forma observavel/ndo observéavel

Considere o sistema de ordem n com posto da matriz de observabilidade:

posto(p) =n, <n e forme a matriz nxm.

Py (30)
P

Cujas primeiras n, colunas s&o quaisquer n, colunas linearmente

independentes de ¢ e as demais séo escolhidas arbitrariamente de modo que P!

seja nao singular.
A transformacao de equivaléncia (19) e (20) transforma o sistema em:

iO_ROXOJrEOu (31)
>;(n0 - A21 'Kno )_(no gno



Com:
Ko E anxnz

A, € RO-72)x(n=n2)

Exemplo 1: Determine o subsistema observavel a partir de:

A matriz de observabilidade € dada por:

S

Il
e
g ow
T

Uma vez que:

111 0 0
P'=1 3 1|=P= —% %
100
31
2 2

33



Assim, obtém-se:

A=P'AP
11 11 0
A=[1 3 1}/0 0
1 0 0}|0 1
B=P'B
11 01
B=[1 3 1}/1 0|=
10 01
C=CP
KR
c=11]-= =
L5 3
3 1
L 2 2

Decomposigéo canbnica no Matlab®

Os calculos feitos para o exemplo anterior

0 1
I
2
E]
2

=L 0 0]

NP -
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podem facilmente ser

implementados no software Matlab® com os seguintes comandos:

%Definicdo das matrizes que compde o0 modelo

; , ]
. . ]

0Om>
oo

[—

%verificacao da propriedade de observabilidade

Obs = obsv(A,C)

%posto da matriz de observabilidade

n2 = rank(Obs)



%definicao da matriz de transformacao de equivaléncia
Pmenos=[111;131;100]
det(Pmenos) %verificar se a matriz € invertivel

P = inv(Pmenos)

%sistema equivalente
Ab = Pmenos*A*P

Bb = Pmenos*B

Cb = C*P

%parte observavel do sistema
Ao = Ab(1,1)

Bo = Bb(1,[1 2])

Co = Ch(1,1)

printsys(Ao,Bo,Co,[0 0])

syms s

%funcao de transferéncia da parte observavel e do sistema que devem ser iguais

Go = Co*inv(s*eye(1)-Ao)*Bo

simplify(Go)

G = C*inv(s*eye(3)-A)*B

simplify(G)

35



%parte ndo controlavel do sistema

Ano = Ab([2 3],[2 3])

%autovalores da parte ndo observavel

eig(Ano)

Ab

Ao

Ano

%rotina para determinar se o sistema é detectavel
if eig(Ano)<0
'0 sistema é detectavel’
else
'0 sistema néo é detectavel’
End

Resposta obtida pelo programa:

A=

1 1 O

0O 1 O

0O 1 1
B =

0O 1

1 O

0O 1
C=

36



Obs =

1 1 1

1 3 1

1 5 1
n2 =

2
Pmenos =

1 1 1

1 3 1

1 0 O
ans =

-7

0 0 1.0000
-0.5000 0.5000 0
1.5000 -0.5000 -1.0000

Ab =
0 1.0000 0

-1.0000 2.0000 0
-0.5000 0.5000 1.0000

Bb =

o wepr
P NN



Ao =

Bo =
Co=
a=
x1
x1
b=
ul u2
x1
C =
x1
yl
d=
ul u2
yl
Go =
[ 1/s, 2IS]
ans =
[ /s, 2/s]
G=

[ 1/(s-1)+2(s-1)"2, 2/(s - 1)]
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ans =

[(s+ Di(s-1)"2,2I(s - 1)]

Ano =

ans =

Ano =

ans =

0 sistema nao é detectavel

2.5.4 Atribuicéo de Auto Estrutura

A atribuicdo de auto estrutura do sistema realimentado pode atribuir
autovetores além dos autovalores. Esta € uma técnica de projeto para sistemas
multivariaveis alternativa a apresentada utilizando-se Equacéo de Lyapunov (Secao

2.5.1 deste capitulo) verificar a secao.
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Os autovalores e autovetores sao escalares e vetores que satisfazem,

respectivamente, a equagao:

AV = Av (32)
Av—Av =0
(Al = A =0

para V#0,

No problema de auto estrutura, o objetivo € selecionar o ganho K de forma

que o autovalor A4 e o autovetor associados v, desejados sejam atribuidos ao

sistema em malha fechada.
Quando os autovalores da matriz A no modelo espaco de estados sao
distintos é possivel obter uma matriz diagonal A de tal forma que os autovalores da

matriz A séo os elementos da diagonal da matriz A, com:

A=TIAT (33)
TA = AT

Observacgéo: Para se encontrar a matriz A pré multiplica-se a matriz diagonal

por T e p6s multiplica-se por T™.

A=TAT™ (34)

Sendo as colunas de T os autovetores v, associados aos autovalores A4, ou

seja,

T=[vi V2 - 7Vg] (35)

2.5.4.1 Alocacéao de Auto Estrutura

Considere um sistema multivariavel no espaco de estados controlavel e
observavel, e defina a realimentacéo de estados u = —Kx. Nesta técnica o objetivo &
alocar os conjuntos de autovalores e autovetores de forma a fornecer a resposta

desejada.



r(A-BK)={A,4,,... A }
V(A-BK)={v,v,,...,.v,}
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(36)

Os autovalores e autovetores do sistema realimentado devem satisfazer a

equacao (37).

(A-BK)v=Av
Av - BKv=Av
Av—Av—BKv=0

A-al Bl Y |=0

relacionad ao polindmio
caracterigico

Definindo Q = kv;, obtém-se:

[A—ﬂlﬁ—B{;}zo

Se J é a matriz diagonal:

J = diag{}

Segue a equacéo de Sylvester dada por:

AV -VJ =BQ

Analise de Auto Estrutura no Matlab®
%Definicdo das matrizes do sistema
A= ; ; 2-34];
B=[ ; ; l;

%Matriz diagonal com os autovalores desejados
J=[-400;0-50; 00-6];

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)



%montagem dos autovetores

vla=1; vlb= 0; vlic=0; v2a=0; v2b=1; v2c=0; v3a=0; v3b=0; v3c=1;

V =[ vlavlb vic; v2a v2b v2c; v3a v3b v3c];

%definicdo das variaveis simbdlicas
syms k11 k12 k13 k21 k22 k23 k31 k32 k33

%definicdo do ganho de realimentacéo
K =[k11 k12 k13; k21 k22 k23; k31 k32 k33];
Q = K*V;

%equacéao de Sylvester

G = A*V-V*J-B*Q;
[k11,k12,k13,k21,k22,k23,k31,k32,k33] = solve (G);
K =[k11 k12 k13; k21 k22 k23; k31 k32 k33]

%matriz realimentada com u=-Kx
Areal = A-B*K

%autovalores da matriz realimentada

eig(Areal)

Resposta obtida pelo programa:

42



Areal =
[-4, 0, 0]

[ O,-5, O]
[ O, 0, -6]

ans =

43
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3. MODELOS NAO LINEARES DE OTIMIZAGCAO

Neste capitulo serdo apresentados problemas pertencentes a classe de
otimizacdo ndo linear e as propriedades necessarias em suas resolucdes. Tais
propriedades como, por exemplo, a convexidade de um funcional quadratico
garantem a existéncia e unicidade de solucdo do problema, sem a necessidade de

calculos adicionais.

3.1 Positividade

Dada uma matriz A simétrica, segue que a forma quadratica Q,(x)=x"Ax,

com xeR", pode ser definida de quatro formas:
a) Definida positiva

Uma matriz é definida positiva se a forma quadratica

Q.(X) =x"Ax >0, vx 0. (42)

O teste para que A seja definida positiva € a verificagcdo de que todos os

autovalores de A sejam positivos.

Exemplo: x € R?
2 1
A=
1 2
Q,(x) é definida positiva?

2 1 X
X" Ax = [Xl X, LXZL‘ 2:| {Xl}
2x2L"2 dox1

X
XTAX =[2x + %, X +2X%, ]m{xl}

2
XTAX = (2%, + X, )X, + (% +2X,)X,

X" AX = 2% + 2X X, + 2X,°



Autovalores de A:
¢(A) =det(Al — A)

#2) = det@ zHi ;D

i-2 -1
¢(/1)=det{ . /1_2}

#(A)=(1-2)" -1
d() =12 -4 +4-1
#() =12 —42+3=0
p=3*2_ 3.0
2
n_4-2
2

=1>0

b) Semidefinida positiva

Q,=X"Ax>0,vx=0

Todos os autovalores de A sdo ndo negativos.

c) Definida negativa

x"Ax <0

Todos os autovalores de A sdo negativos

d) Semidefinida negativa

X" Ax <0

Todos os autovalores de A sdo nao positivos.

45

(43)

(44)

(45)

Importante: Caso a matriz tenha autovalores positivos e negativos, ela &

chamada de indefinida.
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3.2 Convexidade

O conceito de convexidade € muito importante na teoria de otimizacéo,
porque com a hipdtese de convexidade assumida, as condi¢cbes necessarias de
otimalidade passam a ser suficientes.

3.2.1 Conjunto Convexo

Seja a < R?, a é dito conjunto convexo se o segmento de reta que une dois

pontos de a esta contido em « , ou seja:

Figura 1: Exemplo de conjuntos convexos e nao convexos.

1 // 1
\ /
= X2
A) CONJUNTO B) CONJUNTO NAO -
CONVEXO CONVEXO

Fonte: BAZARAA et.al., 2006. p.41

Seja C o conjunto de pontos obtidos com a combinacdo convexa dos pontos

{x;}. Entdo C é convexo.

Exemplo:
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X=X, + X, + A Xs
3

Zai =1

i=1

Um conjunto € convexo se e somente se toda combinacdo convexa dos seus
pontos pertence ao conjunto. A intersecdo de uma colecdo arbitraria de conjuntos
convexos é um conjunto convexo. A unido dos conjuntos convexos, em geral, ndo é

um conjunto convexo.

3.2.2 Interpretacdo geométrica de funcbes convexas e cdncavas

Segundo BAZARAA et.al. (2006. p.98) Seja X, e X, dois pontos distintos no
dominio de f, e considere o ponto Af(x)+@-2)f(x,) com Ze(O,l).
A (x)+@-2)f(x,) leva a um valor médio de f(x) e f(x,), enquanto que
f (1x, + - A)x,) fornece o valor de f no ponto Af(x)+@—A)f(x,). Portanto numa
funcdo convexa f, ovalorde f em Af(x)+@—A)f(x,) € menor ou igual a altura da
corda que liga os pontos [x;, f(x)] e [X,, f(X,)]. J& numa fung¢do cdncava, a corda

esta abaixo da fungao.

Figura 2: Exemplo de fun¢des concavas e Convexas

X ) " s
RO (x1)+ Q- AX(x2) "2 o (x)+ @ - AX(x2) *2 X1 X2
Fungdo convexa Fungéo concava Nem convexa nem céncava
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Fonte: BAZARAA et.al., 2006. p.99

Funcao cbncava: inico maximo

Funcao convexa: tnico minimo

Pode-se definir a convexidade através da matriz Hessiana.

3.2.3 Matriz Hessiana
Dada uma funcéo real de varias variaveis, f:R" —R, a matriz jacobiana

(derivada) do gradiente (que é funcéo vetorial) € denominada de matriz hessiana de
f.

Assim,
I 6f | I af e af |
&1 0%, 0%, OX,,0%,
Hf (X, X)) =3 : [=] ;
x| loox, T axex. (46)

A matriz hessiana sempre é uma matriz quadrada. O seu determinante é
denominado de funcao hessiana e nao pode ser confundido com a matriz hessiana.

Estudo da Hessiana:

1) Se H é definida positiva (H>0), f(x) é estritamente convexa e a solucéo
global é unica para o problema de minimizacéo.

2) Se H é semidefinida positiva (H=0), f(x) € convexa e a solugao global é
Unica para o problema de minimizagéo.

3) Se H é definida negativa (H<0), f(x) € estritamente cncava e a solugéo
global é Unica para o problema de maximizagéo.

4) Se H é semidefinida negativa (H=<0), f(x) € concava e a solucéo global é
Unica para o problema de maximizagao.

5) Se H for indefinida, ela ndo é cbncava, nem convexa, portanto ndo

pode afirmar nada sobre a solucdo do problema de maximizag&o e minimizacao.

3.2.4 Continuidade de uma fungéo convexa
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Se S é um conjunto convexo ndo vazio em E, e seja f:S—E convexo.

Entdo f é continuo no interior de S.

3.2.5 Minimos e Maximos de Fun¢cbes Convexas

Maximizar uma fung¢é@o concava € similar a minimizar uma fungéo convexa. O
desenvolvimento sera feito em cima da minimizacéo de uma fung¢édo convexa.

Seja:

f:E,>F

Considerar o problema de minimizar f(x) sujeito a xeS. Um ponto xS €

chamado um ponto factivel do problema. Se xS e f(x)> f(X) para todoxeS,
entdo X € chamado de solucao 6tima, uma solucao 6tima global, ou simplesmente a
solucdo do problema. Se xeSe se existr um ndimero em torno de x tal que
f(x)> f(X) paratodo xS nnumero(x), entdo X é chamado de solucéo 6tima local.

Similar a isso se tem xeS e f(x)> f(X) para todo, para um ndmero>0,

entdo Xé chamado de uma solugdo 6tima local estrita.

7z

Por outro lado, se xeS € o Unico minimo local S ~numero(X),para um
ndmero(X) em torno de X, entdo X € chamado de uma solucdo 6tima local isolada
ou “strong”.

A Figura 3 ilustra exemplos de minimos local e global para um problema de
Minimizacao.

Figura 3: Exemplo de minimos local e global.

Fonte: BAZARAA et.al., 2006. p.124
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De acordo com BAZARAA et.al. (2006.p.125), seja S um conjunto convexo
ndo vazioem E, , e seja f:S—E, convexaem S.
A) Considere o problema de minimizar f(x) sujeito a Xx<S. Suponha que

X € S seja uma solucao 6tima local do problema.
1. Entdo X é uma solucéo 6tima global.

2. Se X é um minimo local estrito, ou se f é estritamente convexa, entdo X é

a Unica solucéao global 6tima, é também um minimo local isolado.

B) Considere o problema de minimizar f(x)sujeito a XxeSonde f é convexa

e possui derivada de segunda ordem, S € um conjunto convexo, e suponha que
exista uma solucdo 6tima X. Entdo o conjunto de solu¢bes 6timas alternativas é

caracterizado pelo conjunto:

S ={xeS:VF(X)'(x—-X)<0 e Vf(x)=Vf(X)} (47)
> O conjunto S de solucdes 6timas alternativas pode equivalentemente ser como:

S ={xeS:Vf(X)!(x-X)=0 e VF(x)=Vf(X)} (48)

> Suponha que f seja uma funcdo quadratica dada f(x) :c‘x+%xtHx e gue

S seja um poliedro. Entdo, S™é um conjunto poliedro dado por:

S ={xeS:c'(x=X)<0,H(x-X)=0}={xeS:c'(x—X) =0,H(x—X) =0} (49)

3.3 Continuidade

Em problemas de otimizacdo, o ideal é que as funcbes e suas derivadas
sejam continuas, pois se ndo forem continuamente diferenciaveis, métodos que se
utilizam de derivadas nédo podem ser empregados, uma vez que a derivada nao é
definida nos pontos de descontinuidade.

Uma fungdo f é continua em X, se:
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f(x,) existir
lim f(x) existir
lim f(x) = f(x,)

X = X,
Ja uma funcéo de n variaveis e continua em
lim f (X, %, X,) = F(a,,8,,...,8,) S€  €EXistir.

(X0 Xg 10X )—(ay,82,.-.80)
3.4 Func¢bes Convexas Diferenciaveis

Segundo BAZARAA et.al.(2006, p.111):

1) Seja Sum conjunto ndo vazio em E,, e seja f:S—E. Entdo f é dita
diferenciavel em XeintS se existe um vetor Vf(X), chamado de vetor gradiente, e

umafungéo «:E, —» E tal que:

f(X) = (%) + VF (X)' (X = X)+ || X=X || a(%: X—X) , para todo X e S (50)

onde lima(X:x—-X)=0. A funcdo f é dita diferencidvel no conjunto aberto S'c S se
X—>X

ela é diferenciavel em todos os pontos de S'.

2) Seja S um conjunto convexo aberto e ndo vazio E,, e seja f :S — E,diferenciavel

em S. Entdo f € convexa se e somente se paratodo X €S, tenha-se:

f(x)> f(X)+Vf(X)'(x—X), paratodo xeS. (51)

Similarmente, f é estritamente convexa se e somente se paratodo x €S, tenha-se:

f(x)> f(X)+Vf(X)'(x—X), paratodo xe$S (52)
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Figura 4: Convexidade e a derivada primeira.

fx)
\ I:'c-nvczm_zx
\ /
\\ ) I;_,
d_,f-"\;:a.__f'

Fix) T-":T’f(;) Yre -1

Fonte: Elaboracao Propria

O resultado acima conduz para uma importante observacdo. Se hd um

problema de otimizacdo para minimizar f(x) sujeito a xe X, onde f & uma funcao
convexa, entdo, dado qualquer ponto X, a funcdo afim f(X)+Vf(X)'(x—X) direciona
f para 0 minimo. Consequentemente, o minimo de f (X)+Vf (X)'(x—X) sobre X (ou

sobre uma relacdo de X) realiza o menor percurso em busca do ponto de 6timo

dando a otimizacdo do problema.

1) Seja S um conjunto convexo aberto e ndo vazio E,, e seja f:S—>E

diferenciavel em S. Entdo f € convexo se e somente se para todo Xx,X, €S, tenha-

Se:

[V ()~ VE ()] (%, %) 20 (53)

Similarmente, f é estritamente convexa se e somente se para todo XX, €S,

tenha-se:

[V (%)~ VF ()T'.(%, — %) >0 (54)
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3.5 Modalidade

Quando possivel, uma funcdo a ser minimizada ou maximizada deve ser
unimodal, pois fungBes unimodais possuem um Unico extremo que €
simultaneamente local e global.

Ja as funcdes multimodais apresentam varios extremos locais, sendo que

apenas um deles é o global.

3.6 Condi¢cbes de Otimalidade

Definicdes preliminares

Considere o problema de minimizagao:

min f (x) (55)
xeR"

sujeito a

c,(x)=0 i=1...m

O termo min f(x) é chamado de funcdo objetivo e estabelece o critério de

otimalidade (neste caso € uma minimizacao).

As restrigdes ¢, (x) =0séao aquelas que o problema deve satisfazer.

Como ivaria de 1 a m, segue que, neste caso ha m restri¢des.

Definigcdo: Se um ponto x* satisfaz todas as restricdes do problema, entéo ele
é dito factivel.

A regiao:

R' ={xeR"/C,(x)=0,i =1...,m} é denominada regifo factivel e & o conjunto

de todos os pontos factiveis.
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Problema Geral:

min f (X)
sa h(x)=0
g9(x)=0
Xea
f:R" >R
h:R"—>R"™, h=(h,h,,...h.)
9:R"—>R", 9=(9:,9,,9,)

(56)

> h(x)=0 e g(x) <0 sdo restrigdes funcionais; X € & é uma restrigdo de conjunto.
Se X satisfaz todas as restricées, entdo X é factivel.

» Uma restricdo g,(x) <0 esta ativa num ponto factivel X se g;(x) =0 e inativa se

g;(x) <0.
» Diregbes factiveis, assim como as condi¢cdes de otimalidade (local e global) do
problema, sdo determinadas unicamente pelas restrigcdes ativas.

» CondicOes para problemas com restricGes de igualdade h(x) =0 sdo fundamentais.

3.6.1 Condicbes de Otimalidade sem Restricdes

Seja uma fungdo f:R" —R. Um ponto x" €R", é chamado minimo local se
existe um escalar 6 >0/ f(X)p/Vx/|x—X |<&, e é chamado de minimo global, se

f(X)< f(X)p/vxeR".

Figura 5: Minimo Global e minimo Local.

i1
(Global)

Fonte: Elaboragao Propria
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3.6.2 Condicdes Necessarias de Otimo Irrestrito

As condicbes necessérias para que X~ seja minimo local da funcdo f(x)eC?

VE(x') =0 (57)
d"H(x)d >0,vd e R"

3.6.3 Condic&o Suficiente de Otimo Irrestrito

As condicdes suficientes para que x* seja minimo local da funcéo f(x)eC?,
séo:

vi(x)=0 (58)
d"H(x)d >0,vd eR"|d %0

Notal: A condicéo de suficiéncia assegura minimo local restrito f(x)> f (X)),

X em uma vizinhanga.
Nota 2: Para maximos locais, basta inverter as desigualdades nas condi¢des

necessarias e suficientes.

Exemplo 1:

min (X, X,) =X — XX, + X5 —3X,

. 12 Condicéo (Necessaria): Vf(x,X,)=0

%zO:ﬂxl—xz:O
X * *

' X =Lx =2
—=0=>-x+2%x,-3=0

OX,

e  2aCondigdo: H(f)>0
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- a b _ 2 - -0
c d -1 2
a=2>0d=2>0;ad -bc=3>0

Do teorema de Sylvester tem-se que todos os menores determinantes da

matriz H sdo positivos (matriz definida positiva).

detH,, =2>0
detH,,, =3>0

Logo X, =1,X, =2 € ponto de minimo global restrito

Exemplo 2:

Seja f(x)=x"Ax+b"x, onde a Hessiana de f(x) é:

>

I
o )
o N R
H~ O -

Qual a condigédo de minimo de f(x)?
Pelo Teorema de Sylvester:

A=6>0
A =11>0 .. definida positiva
A, =48-2-4=42>0

min X" AX+b"x < (AX® +bx)

Condicdo necessaria: Vf(x*)=0
2AX+b=0= X :%A‘lb

A matriz A sendo definida positiva garante que A € nao singular.
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3.6.4 Otimizacao com Restricdes de Igualdade

Um conjunto com restricdes de igualdade h(x) =0 define um subconjunto R"

chamado de hipersuperficie. O plano tangente a hipersuperficie S no ponto x €S é

definido como a cole¢édo das derivadas de todas as curvas diferenciaveis que estdo

na hipersuperficie S e passem por X', isto &, x(t") onde té tal que x(t") =x".

Figura 6: Derivada no ponto

Fonte: Elaboragao Propria

3.6.5 Representacao do Plano Tangente

Um ponto x* satisfazendo as restricdes h(x)=0 é chamado ponto regular
(ponto candidato a 6timo) das restricbes se o0s vetores gradientes
Vh (X)), Vh,(X),...,Vh_(x"), forem linearmente independentes.

Em um ponto regular x* da hipersuperficie definida por h(x)=0 o plano

tangente é dado por:

M ={y/V'h(x)y=0 (59)
vh(X)
Vh(x") = :
vh, (x)
> Seja X~ um ponto regular das restricdes h(x) =0 e um ponto extremo local

(minimo ou maximo) de f(x) sujeito a essa restricdo. Entdo Vy e R"satisfazendo
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Vh(x)y=0 (gradiente das restricdes) deve também satisfazer Vf(x)y=0

(gradiente da func&o objetivo). Ou seja, Vh(x') é ortogonal ao plano tangente.
> Seja X" um ponto regular das restricdes h(x) =0 e um ponto extremo local
(minimo ou maximo) de f(x)sujeito a restricdo h(x)=0. Entdo existe um vetor

AeR"IVF(X)+AVh(xX)=0. Onde 1é o vetor dos Multiplicadores de Lagrange (ver
Capitulo 4)

3.6.6 Sensibilidade

min f(x)=0 (60)

problema(P)y . .
sujeito a h(x)=0

Onde:

hy (x) (61)
hx)=| :
h;, (X)

Sejam f,h eC? e considere a familia de problemas

min f(x)=0 (62)

bl rtubado(PP
problema pertubado( ){sujeito a h(x)=c

Suponha que para c=0 haja uma solucdo X" que é ponto regular e que juntamente
com o vetor multiplicador de Lagrange associado A" satisfaz a condi¢do de
suficiéncia de 2° ordem. Entédo para qualquer ceR", existe uma regido contendo o

zero e 3uma fungdo x’(c) continua em c/x"(c) € minimo local de (PP). Além disso:

V(X (©)) leo=—A" (63)
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3.6.7 Otimizacdo com Restricdes de Desigualdade

Seja:

5 min f (x) xeR" (64)
sujeito a g,(x)<0 f,g,eC' i=123L,n

3.6.7.1 Restri¢cfes Ativas

Seja x* uma solugdo factivel de (P). Uma restricdo g;(X)é ativa em x~ se

g;(x)=0. O conjunto dos indices das restricdes ativas em x~ é representado por:

1 (x") =[i/g,(x") =0} (65)

3.7 Otimizag&o Irrestrita

A busca unidimensional é muito importante em indmeros algoritmos de
solugdo para problemas de programacao nao linear. Muitos dos algoritmos de

programacéo néo linear seguem os seguintes passos:

1- Dado um ponto x,, encontre a dire¢gdo d, e o passo ¢, de tamanho adequado,

proporcionando um novo ponto x,,, .

X = X+ dy (66)

2- O processo € repetido até encontrar a solugdo otima do sistema.

O processo é repetido até se encontrar a solugao 6tima do problema. Portanto

pode-se dizer que a busca do tamanho do passo ¢, torna-se um subproblema de
minimizar f(x, +ad,), que € um problema de busca unidimensional em relacéo a
variavel o. A minimizacdo pode ser para todo ao<R,a>0 ou obedecendo a

restrigdes como a de que x, + ¢, d, seja factivel.
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Observando o problema 6(«) = f (X, +ad,), pode-se verificar a possibilidade
de se encontrar o minimo através das técnicas de derivacéo e fazer 6'(«) =0. Mas
sabe-se que existem problemas em que f ndo é diferenciavel. Outra questdo a
observar é que nao se pode assegurar que a satisfazendo 6'(«) =0 € um minimo, o

mesmo pode ser um ponto de maximo ou de inflexdo. Por razGes como estas se
evita minimizar ¢ aplicando técnicas de derivagéo, salvo casos especiais. O que nos

faz é recorrer a técnicas numéricas de minimizagao da fungao 0.

3.7.1 Métodos de Busca Unidimensional sem Utilizar Derivadas

Seja:

min  f(x) (67)

xeR

Ef(x)tem um minimo no intervalo [a’b°]. O problema de busca
unidimensional € desenvolver algoritmos para encontrar x  tal que na n-ésima
iteracdo tenha-se reduzido o intervalo [a",b"]contendo x". O intervalo [a,b]é

chamado de intervalo de incerteza.

3.7.2 Fungdes Quasiconvexas
Seja:
f:S—>E
Onde S é um conjunto convexo ndo vazio em E, . Segundo Bazaraa et.al.(2006,

p.135). A funcdo S é dita quasiconvexa se, para todo X, e X, €S, a desigualdade

(68) torna-se verdadeira:

f[Ax, + @A — A)x,] < maximo{ f (x,), f (x,)}para todo A € (01) (68)
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Figura 7: Func&o Quasiconvexa

/
\\/'J

Fonte: Bazaraa et.al.(2006, p.135)

3.7.3 Método da Busca Dicotbmica

Algoritmo:
Minimizacdo de uma funcao estritamente quasiconvexa 6 dentro do intervalo

[a,b,].

Passo de Inicializacao
1. Escolha £>0 o valor da tolerancia n >0, e o intervalo de incertezas inicial

[a,,b]. Inicializar o contador de iteragdes, K =1e em seguida ir para o passo
principal.
Passo Principal

1- Se b, —a, <7, entdo pare; o minimo foi alcangcado. Caso contrario encontre o

valor de 4, e x4, como definido em (69) e va para o passo 2.

Akzak_;bk_g (69)
My = ak;rbk +é&

2- Se 0(4,)<06(u), entdo a,,=a, e b, =4 . Caso contrario a,, =4 e b, =b.

Atualizar K =K +1 e retornar ao passo 1.

3.7.4 Método da Razdo Aurea



62

Algoritmo:
Minimizagcdo de uma funcdo estritamente quasiconvexa 6 dentro do intervalo

[a,,b.].
Passo de Inicializacao
1. Escolha o valor de £>0, a tolerancia >0, e o intervalo de incertezas

inicial [a;,b]. Encontrar os valores de 4 =a +(-a)b -a)e w1 =a +ab -a).
Calcular 8(4)e 6(w). Inicializar o contador de interagdes, K =1 e em seguida ir

para o passo principal.
Passo Principal

1. Se b, —a <n, entdo pare; o minimo foi alcancado. Caso
contrario, se &(4)>06(y,), va para o passo 2; e se O(4,)<6(y), va para o
passo 3.

2. a1 =4 B =B e Ao =iyt =8 +abes —a)

3. &a =8 B =t € thy =4, A =8 +L-a)B, —a,)

3.7.5 Método de Busca de Fibonacci

De acordo com BAZARAA et.al.(2006. p.351), o método de Fibonacci € um
procedimento de busca linear para minimizacdo de fungcbBes estritamente

quasiconvexa sobre um intervalo fechado[a,b]. Similar ao método da razéo aurea, o

meétodo de Fibonacci precisa calcular o valor da funcdo em dois pontos na primeira
iteracdo e apenas um nas iteracdes subsequentes. A diferenca do método de
Fibonacci para o da razdo aurea esta no procedimento de reducéo do intervalo de
incerteza, que aqui varia de iteracao a iteracao.

Algoritmo
Minimizacdo de uma fungao estritamente quasiconvexa 6 dentro do intervalo

[a,.by].
Passo de Inicializacao

1. Escolha o valor da tolerancia >0, a constante ¢>0 e o intervalo de

incertezas inicial [a,,b]. Definir o nimero maximo de observagdes n que pode ser
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encontrado  tal  que F,>(b —-a)/n. Encontrar os valores de

A=a+1-F,/F)b-a) e u=a+(F,/F)b-a). Calcular 6(4) e O(u).

Inicializar o contador de interacfes, K =1 e em seguida ir para o passo principal.

Passo Principal
1. Se 6(4)>0(y,),vaparao passo 2; e se (4 )<6(x), va para

0 passo 3.

2. Atualizar a ,=4, e b_,=b . Encontrar os novos valores de
A =My © My =8+ (P TR, )0 —a;). Se K=n-2 va para o passo
5; caso contrario, calcular 6(z,,,) e va para o passo 4.

3. Atualizar a,,=a, e b, =z . Encontrar os novos valores de
ha=4 e 4,=a,+F_,/F_)bO.,—2a.) Se K=n-2 va para o passo
5; caso contrario, calcular &(4,,,) e va para o passo 4.

4. K =K +1 e volta para o passo 1.

5. A=A, € u,=4,+&. Se O0(4,)>60(u,) entdo a,=4, e
b, =b,,. Caso contrario se &(4,)<6(x), entdo a,=a,, e b,=4,. Fim. O

ponto 6timo esta entre o intervalo [a,b].

3.8 Métodos de Busca Unidimensional sem Utilizar Derivadas

3.8.1 Método da Bissecao

Algoritmo
Minimizagao de uma fungao estritamente quasiconvexa 6 dentro do intervalo

[a,b,].

Passo de Inicializacao
1. Escolha o valor da tolerancia n >0, e o intervalo de incertezas inicial

[a,,b ] Inicializar o contador de iteracdes, K =1e em seguida ir para o passo

principal.

Passo Principal
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1. Encontrar um ponto médio %(aﬁbk) e calcular €'(4). Se

6'(4)=0, pare, 4, é solugdo 6tima. Caso contrario, v para 0 passo 2 se
¢'(4) >0, e va parao passo 3 se ¢'(4)<0.

2. Atualizar a,, =4, e b, =b,. Encontrar os novos valores de
Aa=4 € th,=a,,+F ,/F_ )b, —a.) Se K=n-2 va para o passo
5; caso contrario, calcular 6(z,,,) e va para o passo 4.

3. Atualizar a, =a, e b, = . Encontrar os novos valores de
Mg =4 € Ay =8 +(F TR )DB —a,). Se K=n-2 va para o passo
5; caso contrério, calcular &(4,,,) e va para o passo 4.

4. K =K +1 e volta para o passo 1.

5. A=A, e u =21 ,+&. Se O(4,)>0(u,) entdo a, =4, e
b, =b,,. Caso contrario se &(4)<6(x), entdo a,=a,, e b, =4 .Fim. O

ponto 6timo esta entre o intervalo [a,b].

3.8.2 Método de Newton

Baseado na aproximagd@o quadratica da funcdo 6(1) num dado ponto 4,. A

aproximacéao quadrética g € dada por: (BAZARAA et.al., 2006. p.359)

Q) = 00 + O )= 2) + 5 0" (A= 4 o)
O ponto 4,,,€ o ponto em que q'(1) =0, ou seja,

_, _0A) (71)
ﬂ'kJrl j'k 9"(11()

O processo termina quando |1—4, |<& ou quando |8'A |<&, onde & é um

escalar pré-especificado.
Esse procedimento s6 é aplicado para funcbes que possuam derivada de

segunda ordem.
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Uma deficiéncia deste método € que ele ndo converge para um ponto
estacionario com um ponto inicial arbitrario, ele exige que o ponto inicial esteja

préximo da solucéo.

3.9 Busca Multidimensional
3.9.1 Método do Passo de Maior Descida (Método do Gradiente)

E um dos mais fundamentais procedimentos de minimizacdo de funcbes
multivariaveis diferenciaveis. O vetor d é chamado de direcdo de descida de uma

funcdo f em x e se existe um 6 >0 tal que f(x+Ad)< f(x) paratodo A< (0,6). O

método caminha na dire¢cdo d com normaigual a 1 (|| d ||=1).

3.9.2 Método de Newton

E o procedimento em que o passo na direcédo de descida é pré-multiplicado
pela inversa da matriz Hessiana. Essa operacdo € motivada pela melhor direcédo
encontrada utilizando a aproximacgéo quadratica de uma funcédo do que a encontrada

utilizando a aproximacéo linear da mesma. Considere a aproximagdo ( dada no
ponto X, :

00 = £(4)+ V1 04 (X=%) + 2 (=% P H(X)(X-%) (72)

Onde H(x,) é a matriz Hessiana de em X, . A condi¢cdo necessaria para um
minimo da aproximagdo quadratica q €é que Vq(x)=0, ou seja,
V(%) +H(X)(x—X%)=0. Assumindo que a matriz inversa de H(X,) exista, o ponto

seguinte X,,, € dado por:

X =% —HX)VE(X,) (73)
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Em alguns casos faz-se necessario a aplicacdo de um fator de correcdo («)

no tamanho do passo.

A equacéo reescrita € dada por:

X =X —aH (Xk)_1Vf (Xk) (74)

Seja Vf(X)=0, e que H(X) seja definida positiva no minimo local X e f
possua continuamente derivada de segunda ordem, isto conduz a uma H(x,)

definida positiva nos pontos proximos a X e, portanto, o ponto seguinte X, € bem

definido.
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4. MI?TOD~OS APLICADOS NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE
OTIMIZACAO NAO LINEAR

Neste capitulo serdo apresentados metodos utilizados na obtencdo dos
valores 6timos dos problemas associados aos modelos néo lineares de otimizacéo
restrita. Condicdes de otimalidade e obtencdo do valor 6timo serdo discutidos, bem
como simulacbes e uma aplicagdo em sistemas elétricos de poténcia serdo

mostrados.

4.1 Otimizacdo com Restricdes de Igualdade

O objetivo é estudar problemas de otimizacdo com restricdo de igualdade

dados na forma:

min{f (x)/C(x) =0 (75)
ou
mxin f(x)
s.a
C(x)=0
(76)
xeR"

Com: s f():R" >R
C():R"—R", onde C(x)=[C,(x)---C (X)]"

Sistema com n+mequagdes e n+mincognitas— (X', 1).

4.1.1 Multiplicadores de Lagrange

Um dos mais importantes e empregados métodos de otimizacéo restrita é o
chamado método dos multiplicadores de Lagrange, que € um procedimento para a
obtencdo de pontos 6timos de um funcional diferenciavel sujeito a restricbes de
igualdade.

Seja o problema:
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min f(x)
XxeR 77)
sa

C,(x)=0

Se 3 X (x candidato a x 6timo) factivel e f(x") < f(x),Vx, entdo x* € solucéo

Otima do problema.
A funcédo de Lagrange ou Lagrangeana é definida por:

L(x,4):R"xR™ - R
ACX)+ACy (4G ()

LocA)=f00+Y.  4C()  =f+ACH) (78)
A
2,

sendo /4, = o vetor contendo os multiplicadores de Lagrange

ﬂ’m

Objetivo: Encontrar (x™,1") a partir de L(x,1) fazendo-se VL(x,4)=0.

4.1.2 Interpretacdo Geométrica

Na solucdo étima (x',1), o gradiente da funcdo objetivo deve ser uma

combinacéo linear dos gradientes das restrigoes:

vxf(x*):_zm:zikvxci()(*) (79)

i=1

Exemplo 1:
Resolva o problema:

1 ,
min >z}



Com u,zeR" e zuma constante.

Solucdo do Problema:

1° Passo: Definir f (u)

1
f(U)=§||U—Z||§

1 T
f(U)=§(U—Z) (u-2)
f(u)=%(uTu—uTz—zTu+sz)
f(u):luTu—uTz+lsz

2 2

2° passo: Aplicando as condicdes de otimalidade.
V,fU)=0=u -z=0=u" =2

3° passo: Ponto de minimo global (u”)
ViiUu)=1>0

Figura 8: Interpretacdo Geométrica do Problema

irrestrito

L 4

]

Y

atimo restrito

I{[+IJ'3='U

Fonte: Elaboracao Propria
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Portanto:

ueR?
z=[1 1
A=[1 1]
b=0

Exemplo 2:

70

Dentre todos os retangulos com perimetro p dado, determine aquele de area

amaxima.

p=2Xx+2y
A=xy

Formulacdo matemética:

m%x Xy min— xy

X, X,y

s.a ou <s.a
2X+2y=p 2X+2y=p

Solucéo:

L(X! y1/1) :_Xy+ﬂ’(2X+ 2y_ p)

V.LX,y , A)=-y +24 =0y =21 .
* * * * * * * :>X :y

V,.Lx,y ,4)=—Xx +24 =0=x =24

V,L(X, Yy, A)=2x +2y - p:0:>x*=y*:£

Formulacao Matematica Alternativa:

2x+2y:p:>x=g—y

min yz—gy,com x:g—y

p > P y
_X — — = ] —_——
y ( 2+yjy y 2y

Condicdo Necessaria de Otimalidade:

df (y")
Fvy=y2_P ardy )
)=y 2y:> dy

* p * p *
y 5 = 4:>

P
4
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Condicao suficiente de Otimalidade:

d?f(y’)
dy

=2>0=y" é minimo global

4.2 Problema Geral de Controle Otimo — Caso Continuo

Seja o0 seguinte sistema dinamico (linear ou ndo-linear) variante no tempo:

x=f(x(t),u(t),t)  x(t,)=0 (80)

Onde x(t) e R" é o estado e u(t) e R™ é a entrada de controle.

Associa-se a este sistema um indice de desempenho na forma:

t (81)
J(u()) = px(t, ).t )+ [ Lx(O), u(t), Dt

Onde:
[t,,t;] € o horizonte de controle (intervalo de atuag&o do controle).
O termo ¢(x(t;),t;) € uma medida de avaliagdo associada ao estado final do

sistema dinamico.
ty

O termo jL(x(t),u(t),t)dt é uma medida de avaliagdo associada a evolugéo
to

do estado e do controle ao longo do horizonte de controle [t,,t,].

Uma vez definido J(u(t)) ou mais especificamente ¢() e L(), & possivel

descrever o problema de controle étimo do sistema dindmico na forma:

Problema de controle 6timo

Dado x(t,) = x,, encontrar o sinal de controle u”(t) eU[t,,t,],a ser aplicado

durante o horizonte de controle, de modo a conduzir o estado do sistema dinamico a

uma trajetoria X (t) que minimiza J(u(t)).
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Ult,.t;] representa o espaco dos possiveis sinais de controle que podem ser
produzidos no horizonte de controle [t,,t,].
u(t) € a unica informacdo que precisa ser definida para se especificar

unicamente x(t) para te[t,,t,]. Portanto J(.) depende apenas de u(t), te[t,,t;].

) 4.3 FORMALIZACAO MATEMATICA DO PROBLEMA DE CONTROLE
OTIMO

¢ (82)
U() =arg min 4(x(t,),t;) + [LOKO),u(), byt
x = f(x(),u(t),t)
s.a X(t,) = %,
u(t) €Ult.t;]
Ou,
u'(t) = arg rp(ltgl J(u(b)) (83)

X = f(x(t),u(t),t)
sa X(t,) = X%,
u(t) e U[t,,t, ]

Problema de otimizacdo com restricdo de igualdade (em espacos funcionais)
— multiplicadores de Lagrange — condigdes necessarias de otimalidade — calculo
variacional (calculo diferencial aplicado a funcdes)

Como u(t) e x(t) ndo estdo correlacionados de uma forma simples, ndo é

possivel obter explicitamente a variacdo de J(-) em funcdo de u(t).

Um artificio para reverter isso é o indice de desempenho aumentado:

t (84)
Jaum(U(D) = BOX(t ).t ) + [ILOKCE), u(t), 1) + AR (F (x(),u(t), t) - )]t
Definindo a funcdo hamiltoniana:
H (x(t), u(t), A(t), t) = L(x(t), u(t),t) + A(t)" (f (x(t),u(t),t) (85)

Que resulta em:
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’ (86)
Jaum (UED) = X, ).t ) + [TH (), u(t), A1), 1) - A1) Xt

Onde:

x(t) € o estado do sistema dinamico.

A(t) é o co-estado do sistema dinamico.

4.4 CondicOes Necesséarias de Otimalidade: Formulario de solugédo para

o problema genérico de controle 6timo.

De acordo com a equacéo (84), pode-se definir:

Horizonte de controle: t[t,,t; ]

Variaveis de estado: x(t) e R"

Entrada de controle: u(t) eU[t,,t, ](se U é tal que admite qualquer fungéo no

intervalo [t,,t,], entdo se tem atuacéo de controle irrestrita)

Func&o hamiltoniana: H(x(t), u(t), A(t),t) = L(x(t),u(t),t) + A()" (f (x(t),u(t),t)

indice de desempenho aumentado:
ty
Jaum(U(D) = $(X(t, ).t ) + [TH(X(),u(t), A(t), 1) - A()" K]t
to
Variaveis de co- estado: A(t) e R"
N oH |
Equacao de Estado: o X = f(x(t),u(t),t)

.
Equacéo de co-estado: % _jra

Principio do minimo: arg r(rg)ireJ H(x(t),u(t), A(t),t), que se restringe a

oH _
ou

oL of’ ~ : , - ~
0= 3 +6—/1 , Caso nao sejam violadas as restricoes de atuag&o do controle.
u u

Condig8es de contorno: X(t,) = X,

A (t;) élivre se x(t,) éfixo (i=1,...,n)
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Ai(tf):axia(gtjf) se xl(t,) é livre (i=1...,n)
H(x(t,),u(t,), A(t,),t;) élivre se t, é fixo

H(x(tf),u(tf),ﬂ(tf),tf):—% se t, élivre

f

4.5 Otimizagao Restrita com Restri¢des de Desigualdade

Considere o problema restrito:

min f () (87)
. {g(x) =0
h(x) <0

Para solucionar problemas deste tipo, a técnica consiste em transforma-lo em
um problema irrestrito utilizando um método alternativo ao de Multiplicadores de
Lagrange apresentado anteriormente neste capitulo. Para isso serd utilizado o

Método Funcdes Penalidade.

4.5.1 Funcdes Penalidade

De acordo com Bazaraa et. al. (2006,p470) a funcdo penalidade é um
procedimento para aproximacao de problemas restritos por problemas irrestritos. As
restricbes sdo incorporadas a fungédo objetivo via pardmetro x de penalizagcéo de

maneira a penalizar qualquer violagdo das restricdes.

Considere o problema de minimizagao restrita:
min f (x) (88)
ReS

Onde:

f : Funcao continua

S: Conjunto de restricbes

Objetivo: Substituir o problema restrito em problema irrestrito da forma:
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min {f (x) + 1P (X)} (89)

Onde x>0 e P é uma funcgéo continua tal que:

P(x)=0 ¥xeS (90)
P(x)>0 xeR"

Onde:
4 - constante reativa positiva ou termo de penalizacéo
4P (x) : funcao penalidade

P(x): Termo incorporado para ter um problema irrestrito

Procedimento para resolucido do problema:

> U, € uma sequéncia de nimeros reais, tal que u, >0,u,,, >Uu, e Eim u, =,
—0

> Defina para cada u, a funcéo q(x,u,) = f(X)+UuP(x) chamada de fungéo auxiliar.
> Paracada K resolva min{q(x,u, )} obtendo-se X .
» P(xX) é composto pelas restricbes do problema. Se h(x)=0 segue que

P(x) = h?*(x) pois P(x) >0

Seja:

min f (X) (91)
sa. h(x)=0 ;comxeR"

Suponha que o problema acima possa ser representado pelo seguinte
problema irrestrito, onde u >0 € um numero grande:

min f(x)+u-h?(x) (92)
s.a. xeR"
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Pode-se verificar intuitivamente que a solu¢do 6tima do problema acima tem
que ter h*(x) muito préximo de zero, caso contrario tem-se uma enorme penalidade
u-h?(x) inclusa.

Agora se considera o seguinte problema com uma simples restricdo de
desigualdade g(x)<0:

min f (X) (93)
sa g(x)<0
Fica claro que a forma min f(x)+u-g®(x) ndo é apropriada, uma vez que
estaria penalizando g(x) tanto para g(x) >0 quanto para g(x)<0. E, no entanto, é
desejavel a aplicacdo da funcao penalidade somente se o0 ponto x ndo é factivel, isto
é, g(x)>0.

Um conveniente problema irrestrito pode ser escrito como:

min f (x) +u - [max{0, g(x)}]° (94)
xeR"

De um modo geral, uma adequada funcdo penalidade inclui uma penalidade
positiva para os pontos infactiveis, e ndo penaliza os pontos factiveis. Sejam as

restricbes da forma g;(x) <Opara i=1,...,me h(x)=0para i=1,...,1, entdo a fungdo

penalidade « é definida como:

m | 95

@00 =37 4l0, 001+ Yy (0] )
onde ¢ e y sdo funcdes continuas, satisfazendo:

#(y)=0se y<0e ¢(y)>0se y>0 (96)

w(y)=0se y=0e w(y)>0se y=0

Tipicamente, ¢ € y sdo da forma:
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#(y) =[max{0, y}|° (97)
w(y)=|y["

Onde p € inteiro e positivo. Assim:

m P p (98)
() = [max{0,g,093] +> wh ()]

Obs.: afuncdo f(x)+ 1 -a(x) € chamada funcéo auxiliar.

Algoritmo:
Inicializagéo:
1- Estabelecer uma tolerancia (& >0). Escolha um ponto inicial x,, o parametro de

penalidade u, >0, e o fator de incremento da penalidade (5 >0). Fazer k=1 e ir

para o passo principal.

Passo Principal:

1- Resolva o problema iniciando com X, , utilizando técnicas ja conhecidas como
Newton.
{min f(X)+u, -a(x)

xeR"

Agora se tem x,,, como a proxima solugéo e entdo va para 0 passo 2.

2- Se U, -a(X,,,) <<, pare, sendo, u,,, =/f-u,. Faz-se K=K +1e volta para passo

1.

Ou seja, escolha ¢ >0,u, >0,4>1ex°. Faga K =0.

k
while uP(x*)>¢

x*t =argmin f(x)+c,P(x)  (pto inicial x*)

Uy = BUy
K=K+1

end



Exemplo 1

Considere o problema:
min X
s.a.-x+2<0

Resolucéao:

m 2 — 2
(%) = $max{0, (-x + 2)}] ={‘ X2y sex<2
i=1 0 casocontrario

(—x+2)% se x<?2

Funcao auxiliar: P(x)=x+u- .
0 casocontrario

Aplicando as condi¢cfes de otimalidade:

oP(x) _ —2-(—x+2) se x<2=0

0 casocontrario

0:1+u-{

Assim:
1-2-u-(-x+2)=0

x:2—i ,para u —»>oo=x=2
2-u

Exemplo 2:

Considere o0 seguinte problema:
min  x,° +x,”
sa X +X,—-1=0
X, X, € R’
Solucéo
min x°+X%,° +u.(x +X% -1 p/u>0
sa X,X,eR

A condicdo necessaria e suficiente para a otimalidade:
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OP(x)

1

oP(x)

2

= 2%, +2u(X, +x,-1) =0

=2X, +2u(X, + X, —1) =0

~ u 1
A'solugdo x, =X, =——,parau—> o =X, =X, =—
2u+1 2

Exemplo 3
min (X, —2)* + (X, —2X,)?

sa. (x°—%,)=0

Resolucéo:

Funcdo Penalidade no Matlab®
Os célculos feitos para o exemplo anterior podem ser implementados no

software Matlab® com o seguinte programa:

clc;
clear all

format short

parar = 0;
inicial = 0;

tol = ;

Qp----mm-mmm oo Entrada de Dados -------------=--=-=--mmmnmmue- %
tol = 107-5; %tolerancia

X =[sym('x1");sym('x2")];%declaracéo das variaveis do problema (simbdlica)

MI = [sym('mil’);sym(‘'mi2);sym('mi3");];%apenas para as restricoes de
desigualdade

x=1[2;1]; %valor inicial

nvar = size(x); %numero de variaveis

fo = ((X(1)-2)M)+((X(1)-2*X(2)"2); %funcao que se deseja minimizar

res(1,1) = X(1)*2-X(2);
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nigual = 1;
ndesigual = 0;

mi0 = [.1];%valor inicial da penalidade

nres = size(res,1);

while parar==0
f =fo;
for k = 1:nres
f=f+ MI(K)*(res(k,1))"2;
end
disp('Funcao com penalidade:');
disp(f);
disp('Substituindo pelos seguintes valores de mi:");

if inicial==0
mi = [0;0;0];
else

for k = 1:nres

if viola(k)~=0
mi(k) = 10*mi0(k);
mio(k) = mi(k);
end
end
end
disp(mi')

disp('O novo valor da funcao com penalidade:');
f = subs(f,{MI(1,1),MI(2,1),MI(3,1)},{mi(1,1),mi(2,1),mi(3,1)});
disp(f)
for k = 1:nvar
gradfx(1,k) = diff(f,X(k)); %derivada da funcao penalidade em relacao a

end

disp('Derivada da Funcao Penalidade em relacao a x1, x2: ');
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disp([gradfx]);

[X1,X2] = solve(gradfx(1,2),gradfx(1,1));

size(X1,1);

X11 = double(X1(1));

X22 = double(X2(1));

disp('Valores candidatos a otimo (x1, x2):");

disp([X11,X22])

disp('O novo valor da funcao objetivo (fo):");
disp(subs(f,{X(1),X(2)},{X11,X22}))

Qp=-=nmmmmmmmmmmmmmeeeeeeeeeee Verificacdo das condi¢des ---------------=--=-mmommmmom

viola = zeros(nres, 1);
for k = 1:nres
valorres(k,1) = subs(res(k,1),{X(1),X(2)},{X11,X22});
if k==nigual
if or(valorres(k,1)<-tol,valorres(k,1)>tol)
disp(‘A seguinte restricao de igualdade esta sendo violada:')
disp(k)
viola(k,1) = k;
end
else
if valorres(k,1)>tol
disp('A seguinte restricao de desigualdade esta sendo violada:’)
disp(Kk)
viola(k,1) = k;
end
end
end
aux = 0;
for k = 1:nres
if viola(k)~=0
aux = 1;
end

end
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inicial = inicial+1;
disp('Fim da iteracao )

disp(inicial)

disp(' FIM")

Resposta obtida pelo programa:
Funcao com penalidade:
(X1 - 2*x2)"2 + (X1 - 2)M4 + mil*(x2 - xI"2)N

Substituindo pelos seguintes valores de mi:

O novo valor da funcao com penalidade:

(X1 - 2*x2)"2 + (x1 - 2)"

Derivada da Funcao Penalidade em relacao a x1, x2:

[ 2*X1 - 4*x2 + 4*(x1 - 2)"3, 8*x2 - 4*x1]

Valores candidatos a otimo (x1, x2):

O novo valor da funcao objetivo (fo):

A seguinte restricao de igualdade esta sendo violada:

Fim da iteracao



Funcao com penalidade:
(X1 - 2*x2)"2 + (X1 - 2)4 + mil*(x2 - xAr2)

Substituindo pelos seguintes valores de mi:

O novo valor da funcao com penalidade:

(X1 - 2*x2)"2 + (X1 - 2)M + (X2 - X1 2)n

Derivada da Funcao Penalidade em relacao a x1, x2:

[ 2*X1 - 4*x2 + 4*(X1 - 2)N3 - 4A*x1*(X2 - XA 2), - 2*XAN2 - 4*x1 +

Valores candidatos a otimo (x1, x2):

O novo valor da funcao objetivo (fo):

A seguinte restricao de igualdade esta sendo violada:

Fim da iteracao

Funcao com penalidade:
(X1 - 2*x2)"2 + (X1 - 2)M4 + mil*(x2 - xI"2)N

Substituindo pelos seguintes valores de mi:

*x2]

83
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O novo valor da funcao com penalidade:
(X1 - 2*x2)"2 + (X1 - 2)M + 10*(x2 - xAr2)n

Derivada da Funcao Penalidade em relacao a x1, x2:

[ 2*X1 - 4*x2 + 4*(X1 - 2)N3 - 40*X1*(X2 - XAN2), - 20*XAN2 - 4*x1 + 28*X2]

Valores candidatos a otimo (x1, x2):

O novo valor da funcao objetivo (fo):

A seguinte restricao de igualdade esta sendo violada:

Fim da iteracao

Funcao com penalidade:
(X1 - 2*x2)"2 + (X1 - 2)M4 + mil*(x2 - xI"2)»

Substituindo pelos seguintes valores de mi:

O novo valor da funcao com penalidade:
(X1 - 2*x2)"2 + (X1 - 2)M + *(x2 - x1h2)n

Derivada da Funcao Penalidade em relacao a x1, x2:

[ 2*X1 - 4*x2 + 4*(x1 - 2)"3 - *X1*(x2 - x4M2), - XIN2 - A*x1 + *X2]

Valores candidatos a otimo (x1, x2):
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O novo valor da funcao objetivo (fo):

A seguinte restricao de igualdade esta sendo violada:

Fim da iteracao

Funcao com penalidade:
(X1 - 2*x2)"2 + (X1 - 2)M4 + mil*(x2 - X1 2)n

Substituindo pelos seguintes valores de mi:

O novo valor da funcao com penalidade:
(X1 - 2*x2)"2 + (X1 - 2)M + *(X2 - XN 2)N

Derivada da Funcao Penalidade em relacao a x1, x2:

[ 2*x1 - 4*x2 + 4*(x1 - 2)"3 - *X1*(X2 - x1M2), - XIN2 - A*X1 +

*x2]

Valores candidatos a otimo (x1, x2):

O novo valor da funcao objetivo (fo):

A seguinte restricao de igualdade esta sendo violada:

Fim da iteracao
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Funcao com penalidade:
(X1 - 2*x2)"2 + (X1 - 2)M4 + mil*(x2 - xI"2)»

Substituindo pelos seguintes valores de mi:

O novo valor da funcao com penalidade:
(X1 - 2*x2)"2 + (X1 - 2)M + *(X2 - XN 2)N

Derivada da Funcao Penalidade em relacao a x1, x2:

[ 2*X1 - 4*x2 + 4*(X1 - 2)"3 - *X1*(X2 - XxAN2), -

*x2]

Valores candidatos a otimo (x1, x2):

O novo valor da funcao objetivo (fo):

A seguinte restricao de igualdade esta sendo violada:

Fim da iteracao

Funcao com penalidade:
(X1 - 2*x2)"2 + (X1 - 2)M4 + mil*(x2 - xI"2)N

Substituindo pelos seguintes valores de mi:

XINZ - A1 +
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O novo valor da funcao com penalidade:
(X1 - 2*x2)"2 + (X1 - 2)M + *(x2 - XN 2)n

Derivada da Funcao Penalidade em relacao a x1, x2:

[ 2*X1 - 4*x2 + 4*(x1 - 2)"3 - *X1*(Xx2 - XAN?2), - XINZ - A*x1 +

*X2]

Valores candidatos a otimo (x1, x2):

O novo valor da funcao objetivo (fo):

A seguinte restricao de igualdade esta sendo violada:

Fim da iteracao

Funcao com penalidade:
(X1 - 2*x2)"2 + (X1 - 2)M4 + mil*(x2 - xI"2)N

Substituindo pelos seguintes valores de mi:

O novo valor da funcao com penalidade:

(X1 - 2*x2)"2 + (x1 - 2)M + *(x2 - xAn2)n

Derivada da Funcao Penalidade em relacao a x1, x2:

[ 2*X1 - 4*x2 + 4*(x1 - 2)"3 - *X1*(X2 - XxAN2), - *XAIN2 - A*x1 +

*x2]

Valores candidatos a otimo (x1, x2):
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O novo valor da funcao objetivo (fo):

Fim da iteracao

FIM

No préximo exemplo sera considerado um sistema de transmisséo de energia
elétrica que mostra uma aplicacdo de modelos ndo lineares de otimizacdo na
Engenharia Elétrica.

Exemplo 4
Determine V, eV,, tais que as perdas na linha de transmissdo sejam minimas.

Figura 9: Sistema Teste

T vilh Vel T

Fonte: Elaboracao Propria

Onde 6,=0; r=0,2; x=10; P, =-0,4

Funcao a ser minimizada:

min g(V,” +V,7 —=2-V, -V, - c0s6,)

s.a. P, =V,7-01923 +V, -V, - (-0,1923 - cos@, + 0,9615 - sen d,)
09<V, <11
0,9<V, <11

V, =V, =10
Ponto inicial: {6, =0rad
£=10"°
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Determinar: V,,V,, 6,

Para a resolucdo desse problema, foi realizada uma simulacdo no software
Matlab®, ap6s o desenvolvimento de uma rotina apropriada utilizando o método de
funcbes penalidade.

A seguir, a listagem do programa e o0s resultados obtidos através da
simulacéo:

clc; clear,

v1l=1.15;

v2=1.15;

th2=0;

pesp=-0.4;

epson=0.001;

k=1;

ul=>5; u2=5; u3=5; u4=2; usb=>5;

beta=2;

flag="1;

fx="0.1923*(v1"2 + v2"2 - 2*v1*v2*cos(th2)) + 0.5*ul*(-0.4 - (0.1923*(v2/2) +
v1*v2*(-0.1923*cos(th2) + 0.9615*sin(th2))))*2 + 0.5*c1*u2*(v1-1.1)"2 +
0.5*c2*u3*(0.9-v1)"2 + 0.5*c3*ud*(v2-1.1)"2 + 0.5*c4*u5*(0.9-v2)"2";

dv1=diff(fx,v1’);

dv2=diff(fx,'v2');

dth2=diff(fx,'th2");

grad=[dv1;dv2;dth2];

h11=diff(dvl,v1’);

h12=diff(dv1,v2");

h13=diff(dv1,'th2’);

h21=diff(dv2,'v1";

h22=diff(dv2,'v2");

h23=diff(dv2,'th2";

h31=diff(dth2,'v1");

h32=diff(dth2,'v2");

h33=diff(dth2,'th2");

Hx=[h11,h12,h13;h21,h22,h23;h31,h32,h33];



diSp('******** Valores iniciais ********.);

vl
v2
parada=1;

clc

disp(' Método da Penalidade

disp(");
disp(' lteracao V1
while abs(parada)>=epson
if vi>1.1
cl=1,
c2=0;
u2=beta*u2;
u3=1;
elseif v2<0.9
c1=0;
c2=1;
u2=1;
u3=beta*u3;
else
c1=0; c2=0;
end
if v2>1.1
c3=1,
c4=0;
ud=beta*u4;
us=1;
elseif v2<0.9
c3=0;
c4=1;
u4=1;
uS=beta*ub;
else
c3=0; c4=0;

V2

teta?2

Perdas

)
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end

gradl=eval(grad);

Hx1=eval(HXx);

Hxli=inv(Hx1);

delta=-(Hxli*gradl);

vl=vl+delta(l);

v2=v2+delta(?);

th2=th2+delta(3);

parada=pesp-((v2" 2)*0.1923+v1*v2*(-0.1923*cos(th2)+0.9615*sin(th2)));

perdas=0.1923*(v1"2 + v2/2 - 2*v1*v2*cos(th2));

ul=beta*ul,;

disp(sprintf("  %d %0.5f %0.5f %0.5f  %0.5f
"k,v1,v2,th2,perdas));

k=k+1;

end

Resposta obtida pelo programa:
Método da Penalidade

Iteracdo V1 V2 teta2 Perdas

1 1.17883 1.25274 -0.32280 0.03038
1.10181 1.09694 -0.35019  0.02822
1.10159 1.09604 -0.35668  0.02923
1.10081 1.09566 -0.36114  0.02993
1.10041 1.09504 -0.36351  0.03029
1.10020 1.09462 -0.36472  0.03047
1.10010 1.09439 -0.36533  0.03056

~N o o b~ WN

4.5.2 Penalizacdo Exata
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No método de penalidades, um minimo local x” é obtido apenas quando

u —o0. Pode - se obter x" com u finito se:

m p 99
P9 =319+ 3 max{0,, (0} .

For utilizada.
Assumindo que x~ satisfaz as condi¢des suficientes de 22ordem para minimo

local do problema restrito. Seja 4 e x>0 os multiplicadores associados. Se

u>max;{| 4 |, #;}, entdo x" é também um minimo local do problema irrestrito.



93

5 REGULADOR LINEAR QUADRATICO

O controle linear quadrético (LQ) surgiu aproximadamente em 1960 e é uma
técnica pertencente a Teoria de Controle Moderno.

Existe dentro dessa técnica alguns casos especiais, sendo eles o Regulador
Linear Quadratico (RLQ) e o Regulador Linear Gaussiano (RLG).

Neste capitulo serdo apresentadas varias técnicas para obtencdo do RLQ,
tais como: Multiplicadores de Lagrange, Hamiltoniana e Minimos Quadrados. Os
reguladores serdo em tempo infinito e tempo finito.

5.1 Controle Otimo

O problema de controle 6timo consiste em determinar uma lei de controle
otima que minimize o indice de desempenho J, tendo como restricdo o sistema X.

Tal problema é definido como:

min J
s.a.
X = Ax+Bu

J :%xT (t)S(T)X(r)+%_T'-[XTQX(t)+UTR(t)U]dt (100)

to

onde:

xeR"
ueR"
(A, B) controlavel
(A,C) observavel

S(M)>0
Q(T) > 0 simétricas
R>0

[t, T] intervalo de interesse do problema

Utilizando a teoria de Multiplicadores de Lagrange, o problema sob restricdo &
transformado em um problema irrestrito, incorporando-se a restricdo a funcéo
objetivo da seguinte forma:
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. . T (101)
min J =min J + A" (Ax+ Bu)x" (t)Sx(T) +j[xQ(t) +UR(t) + A" ]dt

fo

Definindo o Hamiltoniano por:

H (t) =%(XTQX+ u"Ru) + 1 (Ax + Bu) (102)

e derivando a funcéo H(t), a fim de calcular as condi¢cdes de otimalidade de primeira

ordem, com respeito a 4,X,u, obtém-se:

5= _ ax 4 Bu=x 0
dA

izd—HzQx+AT,1=,i (1)
dx

0=9" _rusBT220 an
du

Dai segue que:

M o—Ru+B2 (103)
du
u=-R'B'1
Substituindo u na equagao Ax+Bu tem-se:
X=Ax—-BR™B"1 (104)

Voltando ao objetivo que é determinar uma lei de controle na forma de
realimentacdo de estados, considera-se, entdo, o lagrangeano variando com a

matriz S(t) que satisfaz a condicao final:
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A(T) =S(T)x(T) (105)
Ou segja,
A(t) = S(t)x(t) (106)

Para determinar S(t) diferencia-se a equacao anterior, utilizando-se a regra

de derivacdo do produto e substituindo-se X :

A(t) = SE)X(t) + S(E)x(t) (107)
A(t) = S()x(t) + S(t)(Ax — BR'B" 8x)

Assim:

—Sx=Qx+ A"A+S(Ax—BR™B"Sx)
— Sx =Qx+ ATSx+ S(AXx — BR™B"Sx)

. (108)
—Sx=(A"S +SA-SBR'B'S +Q)x
Como a equacgéo é valida para V x(t)dado e V x(t,), temos que:
—~S=A"S+SA-SBR'B'S+Q  t<T (109)

A equacdo anterior é chamada de equacgdo diferencial de Ricatti e sua

solucéo fornece a lei de controle 6timo dada por:

u(t) =—R B Sx(t) (110)

Definindo:

k(t)=R™B"S(t) (111)
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tem-se:

u(t) = —k(0)x() (112)

Como se obteve uma realimentacdo variante no tempo e ela ndo é
conveniente para a implementacdo prética, considera-se um ganho constante que
minimize J.

u(t) =—k(t)x(t) (113)

Neste caso, por ser constante, assume-se S=0

0—A"S+SA-SBR'B'S+Q (114)

denominada Equacao Algébrica de Riccati.

5.2 Método dos Minimos Quadrados

Considere o funcional quadratico J:R" — R ,definido por:

J(X) = (Ax—b) (Ax —b) (115)

onde:

J (1x1) (X) = (Anxnxnxl - bnxl)T (Anxnxnxl - bnxl)

1xn nxl

AeRan
xeR"
beR™

O problema de MMQ propde encontrar X, minimizador global, ou seja:
X=min J(X) (116)

Para isso sera utilizado as condigbes de otimalidade de 12 ordem, isto é,

—=0.
OX



Abrindo o funcional, tem-se:

J(x¥) = ((A)" —b")(Ax-b)
J(X) = (X" AT —b" )(Ax —b)
J(X)=x"ATAx—x"A"b-b"Ax+b'b

Se,

%:ZATAX—ATb—ATb+O:O

DAY _ o
T OA

sendo

y € R®
X € R?

Voltando a equacéo (113) tem-se:

a—‘]=2ATAx—2ATb:O
OX

Q:ATAX

OX

A _ atp

OX

x=(ATA)TATD

5.2.1 Propriedades sobre derivadas matriciais

LI N W S
dX(y X)—-dx(x y)=y

Suponha que x e yvetores R™ yeR™
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(117)

(118)

(119)

(120)

(121)



d d
&(yTAX)=&(XTATy)=ATy

i(yTAx): Ax + AT X
dx

Se A é simétrica

i(xT AX) = 2 AX
dx

T
i
ol

f(xX)=x"Ax+b"x

o

>
Il
s

X
X

N

b

Para encontrar min f(x) as condicBes necessarias devem ser satisfeitas:
Vi(x)=0
VE(X)=2Ax+b

2AX+b=0
2AXx=-Db
-

2
-A™

2

X =—L At

2

ATAX =

Como det A>0, entdo A possui inversa:

98

(122)

(123)
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-2 1

oo 1[2 -102) I o2
11]-1 61| |1 =61
11 11
_3
_| 1
"T|a
11

Substituindo:

F(X) = 6(—§j2 +2(—ij2 +z(_ij_i
1 1 11) 2

f(x") =-0,9773

5.3 Vantagens do indice desempenho quadrético

> Ha unicidade de solucéo global, pois ndo existem solugbes locais que
nao sejam globais devido a convexidade do problema.
> Condicbes de 12 ordem, ou seja, Vf(x)=0 sao suficientes para

determinarmos o 6timo global.

Exemplo:

3 =%xT (t)S(I')x(I’)+%][xTQx(t)+uTR(t)u]dt

)

s.a.
X=AX+Bu

Ao minimizar J determinaremos U~ (sequéncia de controle 6timo).

Conhecendo-se U”, conseguimos a trajetéria 6tima X .

5.4 RLQ Para Horizonte De Tempo Infinito

Considere o problema do regulador quadratico 6timo dado a partir da equacao
do sistema:

% = AX+ B (124)
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Objetiva-se determinar a matriz k do vetor de controle 6timo:

u(t) = —Kx(t) (125)

A partir da minimizacao do indice de desempenho quadratico:

2 126
J :I(XTQx+uTRu)dt (126)

onde:
Q — Matriz Hermitiana definida positiva (ou semidefinida positiva) ou real
simétrica.

R — Matriz Hermitiana definida positiva ou real simétrica.

De acordo com Ogata (2003,p.736), o termo do lado direito da equacédo (126)
representa o consumo de energia dos sinais de controle e as matrizes Q e R
determinam a importancia relativa do erro e o consumo dessa energia, isto €, sdo
ponderacdes dos erros.

Ainda segundo Ogata (2003,p.736), a lei de controle linear dada por
(u(t) =—KXx(t)) é alei de controle 6timo e, portanto, se os elementos ndo conhecidos
da matriz k forem determinados visando minimizar o indice de desempenho J, entdo

u(t) =—Kx(t) sera 6timo para qualquer estado inicial x(0).
Substituindo (120) em (119) tem-se:

% = (A—BK)x (127)

Suponha que A-BK é estavel ou que os autovalores de A—BK tenham
partes reais negativas.

Substituindo u(t) em J, tem-se:
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J

[
Il
Ot 8 O—=—8 O—=8

[X"Qx + (—Kx)" R(=Kx)]dt
(x"Qx+ x" KTRKx)dt

X" (Q + KTRK)xdt (128)

<
I

Considere, entéo, que:

X" (Q+ KTRK)XZ—%(XT Px) (129)

a fim de encontrar a solucdo da equacdo de Riccati com P >0 ( ou seja, P € uma

matriz hermitiana definida positiva ou simétrica real) a ser determinada:

—%(xT (O)Px(t)) = —x" Px(t) — x" (t)Px(t) (130)
X =(A-BK)x (131)
X" =x"(A-BK)'
d
T (x" ())Px(t)) =—[x" (A—BK)]" Px(t) — x" (t)P[(A— BK)x]
- % (X" (t)Px(t)) =—x"[(A— BK)" P — P[(A - BK)]x (132)
Comparando os membros da igualdade, segue que:
~Q+k"RK=(A-BK)"P+P(A-BK) (133)
O objetivo, entdo, é determinar P >0 que satisfaca a equacao anterior.
Fazendo:
(134)

X" (Q+k"RK)x = —%(xT Px)

Integrando ambos os membros, uma vez que a integral € uma antiderivada,

obtém-se:
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J =-x"Px|; (135)
J = X" (0)Px(0) + X" (0)Px(0)

Como (A-BK) foi suposto estavel.
X(t)=e" B (0) (136)
X(0) > 0

E J passa a ser dada em termos da condicao inicial e P.

J =x"(0)Px(0) (137)

Suponha que R é uma matriz hermitiana >0, tem-se:

R=T'T (138)
O problema de regulacdo é aquele em que o sinal de referéncia vai a zero,

isto é:
rt)=0= !im x(t)=0 Vvx(0) (139)

Ou seja, o sistema em malha fechada deve ser assintoticamente estavel.
Nota: Através do regulador o controle deve corrigir desvios em relacdo a uma

referéncia fixa igual a 0.

Supondo que R=T" >0, aequacdo (R=T'T ) pode ser decomposta como:
R=T'T (140)
R—l :T—l(TT)—l

T —néo singular

Assim,

(A—BK)"P+P(A-BK) =—(Q+K'RK) (141)

Torna-se:
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(A—BK)'P+P(A-BK)+Q+K'T'TK =0 (142)

que equivale a:

A"P+PA-kB"P-PBk+K'TTTk+Q=0 (143)

De acordo com o Ogata (2003,p.737) a equacao:

AP + PA—-KB'P-PBK+K'T'TK +Q=0 (144)
pode ser escrita da seguinte forma:

ATP + PAITK —(TT)*BTP]'[TK - (TT)*B"P]-PBR'B'P+Q=0

ATP+ PAKTTT —P"BT*J[TK-(T")*B"P]-PBR'B'P+Q=0

ATP+PAK'TTTK—K'TT(T")*B"P-P"BT 'TK+ P"BT }(T")*B"P]

~-PBR'B'P+Q=0

ATP+PAK'T'Tk—k"B"P-P"Bk+P"BB"P]-PBR'B'P+Q=0 (145)
A minimizacao de Jem relacao a k requer a minimizagéo de:

X' [TK=(TT)™B"P]"[TK — (TT)BP]x (146)

termo quadratico quanda=0 ou =0

Como essa Ultima expressdo € ndo negativa, 0 minimo ocorre quando ela é

zero ou quando:

TK=(T")"'B'P

-1 Tl T\1pT
T TK=T(T")"B'P (147)
K=R'B'P

expressao que fornece a matriz 6tima k.

Assim,
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u =—Kx(t)
u=-R™*BTPx(t) (148)

E P deve satisfazer:

A"P+PA-PBR'B'P+Q=0 (149)

Exemplo:
Suponha que a lei de controle de um sistema com dois estados seja u =—kx.

Determinar a matriz de ganho étima k de modo que:
J ZI(XTQX+ u®)dt
0

Seja minimizado, com:

1 0
Q:_o J

0 1
A=
o o

K
1

ueR?
R=1

Solucéo:
Para determinar k é necessario encontrarmos P solugdo da equacao.

Seja:

P:[a b}:PT
b ¢

Substituindo na equacéao:
A'P+PA-PBR'B'P+Q=0

B O P S N L [ R



0 0] [0 a] [b? bc] [1 O
+ - +

la b] |0 b [cb c*| [0 1

—b?+1 a-bc | [0 0

L a-cb 2b-c’+1] |0 O

1)~b?+1=0

b?=1

b=+1

I1)a—bc=0
a-c=0
a=c

11)2b—c?+1=0
3-¢?=0

=3

c=+/3
c=+/3

k= 3]

u:Pl—ﬂ@ &}:—&—459

1%,

V3 al
P_{l V3

Fazendo-se:

5 |0 03 1] [0 O
ey oy &l
[v3 1o 1] [o V3
PA‘L @L oHo 1}

1 3
J3 3

PBBTP:{

ol

Verificando:

|

e oo o Lot <lo 1)

1
0

0

|-o

105



ATP+PA-PBR'B"P+Q

[0 o}o V3| |1 \/5_{1 o}_
V3 1) jo 1| |v3 3] [0 1]

& 2 e i)
V3 2| |¥3 3] [0 1]

o S 0

5.5 RLQ Para Horizonte de Tempo Finito

Horizonte de controle: t €[t,,t;]

Variaveis de estados: x(t) e R"

Entrada de Controle: u(t)

Variaveis de co-estado: A(t) e R"

Equacéao de estado: ?j—j =X

Equac&o de co-estado: i—j =1

Principio do minimo: aH =0
dA

Condicdes de contorno: X(t,) =X,

Passos para obter a solugéo:
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1) Resolve-se o0 sistema formado pelas equacdes de estado, co-estado,

obtendo x'(t) e A (t) trajetorias Gtimas.

6timo).

2) Substitui-se A'(t) na condicdo de minimo e encontra-se U~ (controle

Regulador Linear Quadratico




S PN 1 :
min Etj;(x Qx+u Ru)dt+§xf Sx;

s.a

X=Ax+Bu xeR" ueR™
X(t0)=X0

Q=Q" 20

R=R" >0

S=S">0

QeR™ ReR™" SeR™
AcR™ BeR™

u(t) é irrestrito embora haja ponderacao da funcao objetivo.

Hamiltoniano H(x,u, 1) é:

Funcional que incorpora a restricdo em J

%XTQX+%UT Ru+ A" (Ax + Bu)

Equacéao de estado: z—j =X=AX+Bu
~ dH : T
Equacédo de co-estado: W -A=Q+A' 1

Principio do minimo: C(ij—H =0=Ru+B"4

u

Ru=-B" 2
u=-R*B"1
Ax—BRB"A

107

(150)

(151)

(152)
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X A —-BR'B'A|x
LLH—Q -A M
Z(tf)zsx(tf)

dH

—— = Sx(t
o, =)

dH
-
dH
dx,

-y}
=—A(t;) = Sx(t;) (153)
Assumindo:

A =PX
A = SX;

(A depende linearmente de x)

X=AXx—-BR'B" A (154)
X = Ax—BR'BTPx
x=(A+BR'B"P)x

A =Px=Px+Px
Px+Px=-Qx—A"4

Px + Px = —Qx— AT Px (155)
Px + PXx = (-Q — ATP)x

Multiplicando (154) a esquerda por —P tem-se:

—Px=-P(A+BR'B"P)Px (156)
E somando a (149) tem-se:
Px=—-P(A-—BR™B")Px+(-Q - A"P)x (157)

Px+P(A-BR'B")Px+(Q+A"P)x=0
[P+P(A-BR'B")P+Q+A"P]x=0
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Esta equacéo sera satisfeita para todo X caso P seja escolhido de modo a

satisfazer a equacao diferencial matricial.

—~P=PA-PBR'B'P+Q+A'P (158)

E o controle é determinado na forma:

u=-R"B'Px (159)
A
u =—kx
Com k=R™'B"P

5.6 Solucao do problema de Regulador Linear Quadratico 6timo com o
software Matlab®.

Exemplo: (OGATA,2003,p.741)

Considere o sistema dado por:

X=Ax+Bu
Onde
0 1 0
A=l O 0 1
|-35 -27 -9
0
B=|0
1

O indice de desempenho J € dado por:

J= I(XTQX+ u'Ru)dt
0

A matriz definida positiva P solucdo da equacao de Riccati, a matriz de ganho

k otima de realimentacao e os autovalores da matriz A— Bk devem ser obtidos.
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O programa abaixo em Matlab® fornece a solucdo deste problema.
A seguir obtém-se a resposta x do sistema regulador para a condicédo inicial
X(0) onde;
1
x(0)=|0
0
Com realimentacao de estados u=—kx, a equacdo de estado desse sistema
torna-se:
X = Ax + Bu=(A-Bk)x

Regulador Linear Quadratico no Matlab®.

%-----Projeto do Sistema Regulador Quadratico Otimo-----

R=[1]
[k,P,E]=lqr(A,B,Q,R)

%Resposta a condicéo inicial

A

B

k
sys=ss(A-B*k,eye(3),eye(3),eye(3));
t=0: :8;

x=initial(sys,[1;0;0],1);

x1=[ 1*x';
x2=[ 1*x';
x3=[ 1*x';

subplot(2,2,1);plot(t,x1);grid
xlabel('t(s)");ylabel('x1")
subplot(2,2,2);plot(t,x2);grid
xlabel('t(s)");ylabel('x2")
subplot(2,2,3);plot(t,x3);grid
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xlabel('t(s)");ylabel('x3")

Resposta obtida pelo programa:
A=



42625 2.4957
2.4957 2.8150
0.0143 0.1107

-5.0958
-1.9859 + 1.7110i
-1.9859 - 1.7110i

A=
0O 1 O
0O 0 1
-35 -27 -9
B =
1
k =

0.0143 0.1107

0.0143
0.1107
0.0676

0.0676
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x1

-0.5
0

x3

0.5

Figura 10: Graficos obtidos com o programa:

t(s)

X2

0.5

-0.5

-1.5
0

t(s)
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6. CONCLUSAO

Neste trabalho foi deduzido o Regulador Linear Quadratico (RLQ) de
horizonte de tempo finito e infinito, utilizando os métodos Multiplicadores de

Lagrange, Funcfes Penalidade e Minimos Quadrados.

O objetivo do estudo era obter o equacionamento do RLQ, utilizando-se os
meétodos néo lineares de otimizacdo em aplicacdes genéricas. Para isso foi feito um
estudo aprofundado de teoria de controle moderno e modelos ndo lineares de

otimizacao.

A teoria de otimizagdo apresenta muitos elementos tais como: convexidade,
positividade, continuidade, matrizes jacobiana e hessiana, dentre outros. Esses

elementos estao presentes na teoria de otimizacdo, detalhada no trabalho.

A teoria de controle moderno foi mostrada através dos enunciados de
conceitos béasicos de controladores em espaco de estados, matriz de
observabilidade e controlabilidade, propriedades de estabilizabilidade,
detectabilidade e projeto dos controladores no modelo espaco de estados utilizando-

se Equacao de Lyapunov e Analise de Auto Estrutura.

No estudo dos modelos néo lineares de otimizagéo focou-se principalmente
nos estudo dos Métodos dos Multiplicadores de Lagrange e Func¢des Penalidade,
apresentando-se varios teoremas e definicbes aplicadas posteriormente na obtencéao

de um controlador do tipo RLQ.

Finalmente foi deduzido o RLQ, utilizando-se de todos o0s conceitos e
meétodos vistos ao longo do trabalho. Simulacdes foram implementadas no software
Matlab® a fim de mostrar quantitativamente e qualitativamente os resultados obtidos,

comprovando a eficiéncia dos métodos de otimizacdo na teoria de controle.
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