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RESUMO

Este Trabalho de Conclusdo de Curso trata da obtengdo de um regulador linear
quadratico (LQR) robusto deduzido a partir de sistemas no espaco de estados
sujeitos a incertezas nos parametros. A técnica utilizada baseou-se na aplicagdo dos
métodos de otimizacdo BDU (Bounded Data Uncertainties), que se trata de um
problema de minimos quadrados regularizados com incertezas nos parametros, e
dos Multiplicadores de Lagrange. Buscou-se a solugao 6tima para o pior cenario
possivel, ou seja, maximizando as incertezas. Obteve-se também o LQR nominal,
novamente com a aplicagdo dos Multiplicadores de Lagrange e comparou-se os dois
algoritmos aplicados a um sistema incerto. Através de simulagdes realizadas no
MATLAB®, foi comprovada a melhor performance do algoritmo que considera a
propriedade de robustez, como era esperado. A partir desta comparacao, verificou-
se a eficacia do regulador robusto, abrangendo uma classe de perturbagdes que
possuem determinada estrutura pré-definida, as quais abrangem uma grande gama
de incertezas encontradas em sistemas reais a serem controlados.

Palavras-Chave: Robustez. Regulagdo. Otimizagdo. Sistemas Incertos. Controle
Otimo.
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ABSTRACT

This course conclusion work comes to obtaining a robust Linear Quadratic Regulator
(LQR) deduced from the state-space system subjected to uncertainties in the
parameters. The technique used was based on the application of optimization
methods BDU (Bounded Data Uncertainties) that is a regularized least squares
problem with uncertainties in the parameters and Lagrange Multipliers. The optimal
solution was found for the worst case, in other words, maximizing the uncertainties.
The nominal LQR also was obtained, with the application of Lagrange Multipliers
again and the two algorithms applied to an uncertain system were compared.
Through simulations in MATLAB® was proven better performance of the algorithm
that considers the property of robustness, as expected. From this comparison, the
effectiveness of the robust regulator was verified, considering a class of perturbations
that have certain pre-defined structure, which cover a wide range of uncertainties
encountered in real systems to be controlled.

Keywords: Robustness. Regulation. Optimization. Uncertain Systems. Optimal
Control.
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1 INTRODUGAO

Os homens, desde a antiguidade, buscam o controle sobre o0 meio em que vivem,
seja como forma de se situarem no tempo e no espago e também para ter o
dominio sobre seu ambiente, tornando-o mais confortavel. Assim, no decorrer dos
tempos a teoria de controle vem se desenvolvendo, alternando periodos em que seu
avanco ocorre por motivacdes ora diante de um quadro conceitual bem definido, ora
esse quadro conceitual é contestado e a teoria é revista. A mesma tem contribuido
muito para os grandes avangos nas areas da ciéncia e engenharia, além de ter

grande importancia nos processos industriais e de produgao.

O regulador centrifugo construido por James Watt no século XVIIlI é tido como o
primeiro trabalho significativo de controle automatico, sendo desenvolvido com o
intuito de controlar a velocidade da maquina a vapor. Outro trabalho de destaque foi
a invengdo do amplificador eletrbnico com realimentagdo negativa realizada por
Harold S. Black, em 1927, para reduzir a distorcdo em amplificadores repetidores.
Em 1932, Nyquist publica seu critério de estabilidade, o qual, segundo Castruci e
Bottura (2006):

Foi a teoria certa para transformar as anteriores praticas intuitivas
em meétodos de engenharia: permitia prever oscilacdes com
seguranga, a partir de medidas nos componentes, antes de fechar a
malha, e permitia projetar com seguranga o0s subsistemas
controladores (CASTRUCI e BOTTURA apud AGUIRRE, 2007,
p.10).

O método do lugar das raizes e resposta em frequéncia formam a base da teoria do
controle classico, que considera as plantas lineares e invariantes no tempo com uma
entrada e uma saida. Os engenheiros projetavam sistemas em malha fechada que

atendiam a certos requisitos de desempenho.

A partir de 1960, o problema de controle linear quadratico, o filtro de Kalman, o uso
do método de Lyapunov no controle de sistemas nao-lineares no dominio do tempo
e a teoria da equacdo de Riccati introduziram novos conceitos que superaram as
limitacbes da teoria de controle classico e deram inicio a uma "nova era", a qual é

denominada de Controle Moderno.



Dentre os novos conceitos destacam-se: a abordagem no dominio do tempo, que se
aplica tanto em sistemas lineares variantes no tempo como em sistemas né&o-
lineares; o uso de algebra linear e matrizes, de modo que sistemas com multiplas
entradas e saidas poderiam ser facilmente abordados e o conceito do estado
interno, que tras a preocupag¢ao com a dindmica interna do sistema e ndo s6 com o

seu comportamento de entrada/saida.

Ao longo da década de 80 houve uma mudanga no quadro conceitual da teoria de
controle, onde se criou a ideia de que os controladores deveriam ser robustos, ou
seja, deveriam ter a capacidade de manter um desempenho satisfatério mesmo na
presenca de incertezas nos parametros do modelo matematico utilizado no projeto.
Assim, muitos estudos estdo direcionados ao desenvolvimento de ferramentas que

possibilitem aos controladores possuir tal propriedade, qual seja, a robustez.

Tal ideia se originou devido as seguintes situagdes:

a) Sistema de alta complexidade, onde nao é possivel obter um modelo matematico
que represente fielmente o sistema real, ja com um controlador robusto pode-se

utilizar um sistema simplificado.

b) Sistema que varia o modelo matematico com o tempo, por exemplo, processos
que mudam suas caracteristicas por desgastes dos componentes, por mudanga nas
condi¢cbes ambientais e ou de operagdes. Um controlador robusto poderia garantir

um desempenho adequado mesmo com tais mudancas.

c) Sistema de produgdo em série de dispositivos controlados onde, devido as
tolerancias de fabricacdo, os dispositivos apresentam diferengcas no seu modelo
matematico, deste modo é possivel realizar apenas um projeto de controlador

robusto para controlar todos os dispositivos fabricados.

Em Ogata (2010, p. 5) é ressaltada a importancia da robustez no projeto de um

sistema de controle:



3

O primeiro passo no projeto de um sistema de controle é a obtengao
de um modelo matematico da planta ou do objeto a ser controlado.
Na realidade, qualquer modelo de uma planta que quisermos
controlar incluird um erro no processo de modelagem. Ou seja, a
planta real sera diferente do modelo a ser usado no projeto do
sistema de controle.

Para garantir que o controlador projetado com base em um modelo
funcionara satisfatoriamente quando for usado na planta real, uma
abordagem razoavel consiste em presumir, desde o inicio, que existe
incerteza ou erro entre a planta real e seu modelo matematico,
incluindo tal incerteza ou erro no proprio projeto do sistema de
controle. O sistema de controle projetado a partir dessa abordagem
€ chamado controle de sistema robusto.

Existem diversas técnicas destinadas a propiciar aos controladores a propriedade da
robustez, como por exemplo os modelos: Hoo, Custo Garantido, Linear Matrix
Inequalities (LMI) e Bounded Data Uncertainties (BDU). Este ultimo € uma técnica
mais recente e ainda nao tdo explorada como as demais, sendo um campo que

pode render inumeras pesquisas e trabalhos.

O objetivo geral deste trabalho é apresentar o desenvolvimento de um modelo de
regulador robusto usando o método BDU aplicado ao Linear Quadratic Regulator
(LQR - Regulador Linear Quadratico). Para isto, serd demonstrada a deducdo do
método BDU e também do regulador LQR a partir do método de otimizagao
denominado Multiplicadores de Lagrange. Sera mostrado o desempenho de um
sistema sujeito a incertezas nos parametros, sendo regulado por um LQR
comumente encontrado na literatura e por um LQR Robusto obtido a partir do
método BDU.

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira:

Capitulo 1 - traz uma breve introducéo, buscando mostrar um pouco da evolugao da

teoria de controle e também expor o objetivo ao qual destina-se o estudo proposto.

Capitulo 2 - apresenta conceitos importantes relativos a teoria geral de sistemas,
como por exemplo, sistemas dinamicos, controlabilidade, observabilidade, malha

aberta e malha fechada, dentre outros.



Capitulo 3 - é dedicado a teoria de otimizacdo, onde sio apresentados
procedimentos como os Multiplicadores de Lagrange. Este capitulo contém também

a deducgao do método BDU.

Capitulo 4 - apresentacdo do desenvolvimento do regulador linear quadratico

nominal e de sua simulacao feita no software MATLAB®.
Capitulo 5 - tem-se a aplicacdo da estrutura BDU ao LQR para a obtengao de um
regulador robusto e os resultados obtidos da simulacdo no MATLAB® do LQR

nominal e do modificado para um sistema sujeito a incertezas paramétricas.

Capitulo 6 - contém as conclusdes e as perspectivas futuras do trabalho.



2 TEORIA GERAL DE SISTEMAS

2.1 Sistemas Dinamicos

Sistemas Dindmicos sdo aqueles em que o valor da saida em um determinado
instante de tempo depende de valores passados e presentes da entrada. Sao
descritos por Equacdes Diferenciais Ordinarias (ODE) que podem ser reescritas
através de modelos denominados Fung¢ao de Transferéncia e Espaco de Estados,
(DORF e BISHOP, 2001).

Se os coeficientes da ODE sao fungdes do tempo, o sistema é chamado de variante

no tempo e, caso sejam constantes ele é dito invariante.

Se ha uma relacdo de proporcionalidade entre a entrada e a saida do sistema, isto

é,

H(au) = aH(u), (2.1)

e se, para quaisquer dois sinais u; € us, a resposta a soma desses sinais € a soma

das respostas a cada funcao particular,

H(u1 +UQ) = H(ul) —|—H(U2), (22)

o sistema é denominado linear.

2.2 Sistemas de Controle

Um sistema de controle é uma interconexao de componentes configurados de tal
forma que o sistema resultante fornega uma resposta desejada (NISE, 2002).

Ressalta-se que controlar pode ser entendido como regular, dirigir, comandar.



A planta do sistema de controle é um objeto fisico a ser controlado e o processo € a
operacdo a ser controlada. Por exemplo, o avido € uma planta e o pouso é o

processo. Salienta-se que uma mesma planta pode realizar varios processos.

O conceito de controlador ou regulador é aplicado muitas vezes de forma indistinta.

No entanto, existem diferengas entre as duas designagdes. Assim, tem-se:

Regulador: é um dispositivo de controle usado quando se deseja manter a
referéncia de entrada fixa no tempo, controlando assim as perturbacdes na saida. O
regulador busca levar o estado do sistema a zero de modo que o mesmo atinja o

regime permanente.

Controlador: € um dispositivo de controle usado quando se deseja que a saida
acompanhe o sinal de referéncia que é variavel no tempo e que também controle as
perturbagdes na saida. O controlador busca levar o erro do sistema a zero, assim o

valor da saida sera igual ao desejado.

2.2.1 SISTEMA DE CONTROLE EM MALHA ABERTA

Nos sistemas de controle em malha aberta, o sinal de saida ndo exerce nenhuma
influéncia no controle do sistema, ou seja, o sinal de saida ndo é medido e nem
realimentado para ser comparado com o sinal de entrada de referéncia. Cada sinal
de entrada corresponde a uma condicao fixa de operacdo. Sistemas em malha
aberta devem ser usados quando se conhece bem a relagao entre entrada e saida e
que nao haja disturbios interno e nem externos, pois, caso contrario, o sistema de

controle n&o vai conseguir trabalhar de forma adequada.

Resposta
desejada

Dispositivo de
atuagao

4

Processo ——» Saida

FIGURA 1 - Sistema de controle em malha aberta
Fonte: Adaptagéo do autor (DORF e BISHOP, 2001, p. 2).



2.2.2 SISTEMA DE CONTROLE EM MALHA FECHADA

Sistemas de controle em malha fechada sdo também chamados de sistemas de
controle com realimentacdo, pelo fato de usar como sinal de controle uma
comparacao do sinal de saida (ou uma fungédo do mesmo) com o sinal de entrada
de referéncia. A diferenca entre a entrada e a saida gera um sinal de erro, assim o
controlador atuara a fim de minimizar este erro para que a saida do sistema tenha o
valor desejado. De modo geral, o termo controle de malha fechada implica a

utilizac&o do sinal realimentado para a reducao do erro do sistema.

Resposta

) Processo » Saida
desejada

— | Comparagéao » Controlador

\ 4

3

Medicao

A

FIGURA 2 - Sistema de controle em malha fechada
Fonte: Adaptagéo do autor (DORF e BISHOP, 2001, p. 2).

2.2.3 REPRESENTAGCAO NO ESPACO DE ESTADOS

O sistema de controle pode ser descrito através de diferentes tipos de modelos.
Neste trabalho sera utilizado a modelagem em espaco de estados. Ela basicamente

€ caracterizada pelos seguintes componentes:

Variaveis de Estado: menor quantidade de x(t) capaz de determinar o estado do
sistema, sendo que os estados sdo as variaveis x calculadas no tempo, em que o
conhecimento de = em t,juntamente com a entrada u(t) para t > ¢, determina o

comportamento do sistema para t > t.

O vetor de estados é aquele fornecido pelas variaveis de estado e determina a

dimensao do sistema. Por exemplo, se

z(t) = : , (2.3)



significa que o sistema possui dimensao n.

Quando o sistema é continuo no tempo, a equagao de estados é dada por:

#(t) = Ax(t) + Bu(t), t € R (¢ > 0) (2.4)

e quando é discreto, passa a ser descrito por:

z(k+1) = Ax(k) + Bu(k), k€ Z (k=0,1,2,---,N,--). (2.5)

Nestes equacionamentos, as matrizes A e B sao tomadas constantes, o que implica

no fato do sistema ser invariante no tempo.

As equacgdes no modelo espaco de estados, além das variaveis de estados,
envolvem a entrada representada por u(t) e a saida, dada por y(t). Tal modelo é

definido como:

(2.7)

sendo:

x € R" vetor de estados

u € R™ vetor de entradas

y € R? vetor de saidas

A € R™" matriz de estado
B € R™ matriz de entrada
C € RP*" matriz de saida

D € RP*™ matriz de transi¢ao direta

Se m e p forem iguais a 1 (um), isso significa que o sistema possui uma unica
entrada e uma unica saida e é dito monovariavel do inglés Single Input Single
Output (SISO). Ja, se m e p forem diferentes de 1 (um), o sistema & chamado

multivariavel do inglés Multiple Input Multiple Output (MIMO).
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FIGURA 3 - Diagrama em blocos da representacéo no espaco de estados
Fonte: Elaboragao prépria.

2.2.4 PROPRIEDADES DOS SISTEMAS DE CONTROLE

O par (A, B) referente ao modelo espacgo de estados (2,7) € controlavel se, para
todo estado inicial z(t;) e todo estado final z(¢;) existe uma entrada «(¢) que leva
$(t0) ax(h) emt e [to,tl].

O critério para se verificar a controlabilidade baseia-se em analisar o posto da matriz

C=[B AB - A"lB] e Rwmm, (2.8)

chamada Matriz de Controlabilidade. Caso o posto linha seja pleno (todas as linhas

linearmente independentes) conclui-se que o sistema €& controlavel.

O par (A,C) é observavel se existe um instante ¢, > ty, tal que para qualquer
condigé&o inicial xy = z(ty) o conhecimento da entrada u[t,t;] e da saida y[ty,t;] €
suficiente para determinarz,. Dessa forma, pode-se reconstruir toda trajetoria de
estados x(t).

O critério para garantir a observabilidade do sistema consiste em verificar se a

matriz:
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C
CA

O — c ]R’n,pxn’ (29)

C A1

denominada Matriz de Observabilidade tem posto coluna pleno, ou seja, possui

todas as colunas linearmente independentes.

2.3 Projeto no Espaco de Estados

Considerando o sistema no espaco de estados na expressdao (2.4), o
comportamento dinamico desse sistema é caracterizado pelo seguinte polinédmio

caracteristico:
P(s) =det(sl — A) = 0= ¢(s) ="+ (18" + Bos" 2+ -+ + Bu_15 + By (2.10)

O objetivo do projeto € escolher o sinal de controle u(t) que estabilize o sistema em

malha fechada. Supondo haver uma realimentagcao de estados,

u(t) = — Kx(t), (2.11)
o sistema realimentado é dado por:

Z(t) = Az(t) + Bu(t)

Z(t) = Ax(t) + B(— Kz(t))
Z(t) = (A — BK)z(t) (2.12)
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FIGURA 4 - Diagrama em blocos da representacao no espago de estados com realimentagéo
Fonte: Elaboragao propria.

E seu polinbmio caracteristico é:

¢(s) = det(s] — A4+ BEK) = s" + 715" ' + 75" 2 + - + 7215 + Y. (2.13)

O objetivo do projeto, entdo, é escolher o ganho de realimentagdo K que realize a
estabilizacdo do sistema em malha fechada. Para isso, existem métodos
amplamente estudados na literatura como: Formula de Ackermann e Bass-Gura
ambos para sistemas com 1 (uma) entrada de controle, que encontram-se na

sequéncia.

2.3.1 FORMULA DE ACKERMANN

O ganho K é determinado por:

K=[0 0 - 1]C" ¢ues (4), (2.14)

sendo ¢4 (A) o polinbmio caracteristico desejado para o sistema em malha

fechada e C a matriz de controlabilidade.

Nota-se que, para efetuar o projeto € necessario que o sistema seja controlavel,

caso contrario, nao seria possivel obter a inversa de C.
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2.3.2 FORMULA DE BASS-GURA

O ganho K é determinado por:

K=(y-pgMhc! (2.15)
sendo
v=In v o owm] B=[6 B o Fal (2.16)
e
1 0 - 0
s 1 0 0
M = 51 10 (2.17)
Bn1 - B 1

onde ([ sao os coeficientes do polinbmio caracteristico desejado ao sistema
realimentado e ~ os coeficientes do polinbmio caracteristico do sistema em malha
aberta (OGATA, 2010).
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3 TEORIA DA OTIMIZAGAO

Pode-se dizer que otimizagdo € a busca pela solugdo 6tima, ou seja, a melhor
solucdo dentre as possiveis, atendendo a critérios determinados. A formulagao de
um problema de otimizagdo é constituida pela fungao objetivo e pelas restricoes
impostas a serem atendidas. Assim, deve-se encontrar uma solu¢ado que maximize
ou minimize a fungao objetivo e atenda as restrigdes. Em alguns procedimentos de
otimizagdo as variaveis envolvidas sdao modificadas de forma que o ponto 6timo

factivel seja alcangado.

Para o entendimento dos estudos que serdo apresentados ao longo da pesquisa,

apresenta-se na APENDICE A alguns conceitos matematicos imprescindiveis.

3.1 Fungao objetivo

A funcao objetivo é uma fungdo matematica através da qual busca-se encontrar o
maximo ou minimo. Ela pode ser classificada quanto a continuidade, modalidade e

convexidade.

3.1.1 CONTINUIDADE

Continua

Descontinua

Em problemas de otimizacdo, o ideal é que as fungdes e suas derivadas sejam
continuas, pois se uma funcido for nao continuamente diferenciavel, métodos que
utilizam derivadas ndo podem ser empregados, uma vez que a derivada nao é

definida nos pontos de descontinuidade de f(x).
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FIGURA 5 - Fungao Continua, Unimodal e Céncava
Fonte: Elaboragao propria.

051

D&}

FIGURA 6 - Fungéo Descontinua
Fonte: Elaboragao propria.

A FIG. 5 mostra uma funcdo continua, enquanto que na FIG. 6 tem-se uma fungao

descontinua.
Uma fungcdo monovariavel é continua no ponto z, se:

f(x,) existir

lim f(x) existir

T—T,

lim () = f(x,) (31)
Uma funcao de duas variaveis & continua no ponto (z,, y,) se:

f(xo,y,) existir
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lim  f(x,y) existir
(#,9)= (20,50

lim  f(z,y) = f(%0, %) (3.2)

("I":y)ﬁ(m‘“y")

3.1.2 MODALIDADE

Unimodal

Multimodal

Quando possivel, a fungcdo objetivo deve ser unimodal, pois fun¢des unimodais
possuem um unico extremo que € simultaneamente local e global. Ja funcdes
multimodais apresentam varios extremos locais, sendo que um deles € o extremo
global.

04 ! I I I I I I I I
0 05 1 16 2 25 3 38 4 45 5

FIGURA 7 - Fungado Multimodal
Fonte: Elaboragao propria.

Na FIG. 5 pode-se ver uma fungdo unimodal e na FIG. 7 tem-se o grafico de uma

funcdo multimodal.

3.1.3 CONVEXIDADE

Convexa

Cébncava
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Funcbes cbncavas e convexas sao unimodais, consequentemente a determinacao
da convexidade garante que esta funcdo tem um extremo local que é também
global.

Uma funcao é denominada céncava (tem ponto de maximo) em uma certa regido R,

se para todos os pares (z,, z;), pertencentes a regiao R:

[0z, + (1= 0)xy] > 0f(xa) + (1 —0)f(xp) (3.3)

onde 0<fA<1. A fungcdo é estritamente cOncava se apenas a relagdo de
desigualdade ( > ) é atendida.

Uma fungdo é denominadaconvexa (apresenta ponto de minimo) se na equagao
(3.3) osinal de > for substituido por <, e estritamente convexa se o sinal de
desigualdade for < .

Pode-se caracterizar a convexidade através da sua derivada segunda, ou seja a

partir da matriz Hessiana da funcéo.

FIGURA 8 - Fungédo Convexa
Fonte: Elaboragao propria.

A FIG. 8 exibe uma fungao convexa. Uma fungao cdncava pode ser vista na FIG. 5.
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Em uma fungao multivariavel, assim como em funcbes de uma unica variavel, a
Hessiana define se a mesma é céncava ou convexa numa determinada regido, ou
seja, se possui maximo ou minimo.

Estudo da Hessiana H(x) da funcgéao objetivo f(z):

1 - Se H é definida positiva, f(z) é estritamente convexa. Entdo consiste de um

problema de minimizagao e a solugao global x* é unica.

2 - Se H é semidefinida positiva, f(z) é convexa. Entdo consiste de um problema

de minimizagao e =* € uma solugao global.

3 - Se H é definida negativa, f(z) & estritamente céncava. Entdo consiste de um

problema de maximizagao e a solugao global z* é unica.

4 - Se H é semidefinida negativa, f(z) é concava. Entdo consiste de um problema

de maximizagao e =* € uma solugao global.

5 - Se H é indefinida, f ndo é cOncava e nem convexa.

6 - Se H =0, f é simultaneamente cbncava e convexa, deste modo f é uma fungéo

linear.

Seja f(x) igual a:

f(z) = filz) + falz) (3-4)
se fi(x) e fo(x) sdo convexas, f(z) também é convexa. Assim, pode-se analisar a

convexidade de uma funcio através dos termos que a compdem. A mesma analise

vale para funcdes cOncavas.
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3.2 Ponto e regiao factivel

Considerando-se o problema de minimizagao:

min{ f(z)} (3.5)
xreR"?

s.a

ci(x)=0,i=1,2,....m (3.6)

ou seja, ha m restricbes.

Se um ponto z/ satisfaz todas as restricdes do problema de minimizagéo, entdo =/ é
um ponto factivel do problema (BAZARAA et al, 1993).

A regiao:
RI: ={z€eR": ¢(z)=0,i=1,2,....,m} (3.7)

€ chamada de regiao factivel, pois € o conjunto de todos os pontos factiveis.

3.3 Multiplicadores de Lagrange

Um dos mais importantes e empregados métodos de minimizagao restrita € o
chamado Método dos Multiplicadores de Lagrange, o qual consiste em um
procedimento para obtencdo dos candidatos aos pontos minimos (ou maximos) de
uma funcgéo diferenciavel (denominada fungédo objetivo) onde suas variaveis estao
sujeitas a restricoes (BAZARAA et al, 1993).

Considera-se o problema dado pela equagéo (3.5), sujeito as restricdes dadas pela

equacgéao (3.6):

f : funcéo objetivo

¢; . restricdes
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Se z € R" e ¢;(z) =0 tem-se que z é ponto factivel do problema. Se 3 z* factivel e

f(z*) < f(z), Vz, entdo z* é minimizador local restrito, ou seja, solugdo 6tima do

problema.
Define-se:
g: =V,fou (g_ o, g)f) (3.8)
G: =V2fou (g—f g—fg—f) (3.9)

Se V.f(r) =0, entdo tem-se que = é extremo de f. E se G é definida positiva,

G > 0 (G é Hessiana da fungéo f), entdo o ponto é minimo.

O Método dos Multiplicadores de Lagrange € uma condigdo necessaria e baseia-se

em encontrar (z*, \*) que satisfaca:

o) + zm —0

- (3.11)
ci(z)=0
onde )\; sdo os multiplicadores de Lagrange.
A funcao:
L(z,\) = f(z) + g:l)\,,;c,,;(x) (3.12)

é chamada fungao lagrangeana.

Encontrar (z*,\*) € o mesmo queresolver VL(xz,\) =0, ou seja, (z*,\*) deve ser

um ponto estacionario da lagrangeana.

Exemplo:
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Para o seguinte problema

max{zixs + xox3 + 123} (3.13)
s.a  xt+ra+x3=3 (3.14)
Encontrar os candidatos a pontos extremos de f utilizando o método de

Multiplicadores de Lagrange.

f(z) = 2122 + 2973 + 1123 (3.15)
ci(r) =x1+x9+235=3 (3.16)

A lagrangeana associada ao problema restrito € dada por:

L(xz, ) = z129 + 2223 + 123 + A(21 + 2 + 23 — 3) (3.17)
%:x2+x3+A:O
g—éle‘i—%g—F)\:O
%=x1+x2+A=O
g—§:$1+$2+$3:3

Assim, tem-se um sistema com quatro equacdes e quatro variavéis:

To+ax3+A=0
I + I3 + A= 0
1+ T+ A=0 (3.18)
T+ x0+2x3=3
cuja solugao é:
T1 = Xo = T3 = 1 (319)
A= —2 (3.20)

f(z)=3 (Valor 6timo) (3.21)
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3.4 Otimizagao Quadratica

3.4.1 MINIMOS QUADRADOS NAO-REGULARIZADOS
Considera-se J a fungao quadratica definida por:
J(x) = (Az — b)T(Az —b) (3.22)

Sendo A € R™™ e b € R" conhecidos e x € R™ o vetor de incognitas. Considera-se

agora o problema de minimizagao sem restrigao:

min,{J (z)} (3.23)
xreR"

Uma solugdo minima quadratica 7 € uma solugdo com a seguinte propriedade:

IAZ —b]]* < [|Az —b||? (3.24)
para todo z, e [|s]|*> = s's

Desenvolvendo J (z) tem-se:

J(z) = (Az — b)T(Az — b) = (2T AT — bT)(Az —b)
=T AT Ax — 2T ATb — bT Az + b7 (3.25)

Assim, o problema de minimizagao pode ser reescrito como:
min,(z? AT Az — 2T ATb — bT Ax + bTb). (3.26)
Diferenciando e igualando a zero:

0 — (AT Ay + (ATA) Tz — ATb — ATb =0
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ATAx + AT Az — ATb — ATb =0

2AT Ax — 2ATb =0
AT Az = ATh. (3.27)

Se A é possuir posto coluna pleno, A” A é invertivel e segue que:

(ATA) AT Az = (ATA)"1 ATh (3.28)
e o valor 6timo z é dado por:

Z=(ATA)"1ATb. (3.29)

O valor minimo assumido pelo fungéo J(x) é dado substituindo a equagéo (3.29) n
equacao (3.22):

J(Z) = (Az — b)T(Az — b) = (A(ATA)LATh — b)T(A(ATA) LA — b)

(ATA)1ATH — b)T[A(ATA)LATH — 1]

A((ATA)"HTAT — pT)[A(ATA)LATH — 1]

=bTA((ATA) " HTATA(ATA) 1 ATH — bT A((ATA)"HT ATH —
—bTA(ATA)LATH + bTb
=bT(A((ATA) " HTATA(ATA)LAT — A((ATA)"HTAT — A(ATA)LAT +

(
=4
="

+ )b

= bT(A((ATA) )T (AT A)(ATA) AT — A((ATA)"HT AT — A(ATA) AT +
+ )b

= bT(A((ATA)"H)TTAT — A((ATA) DT AT — A(ATA) AT + )b

= bT(A((ATA) )T AT — A((ATA)"H)TAT — A(ATA) AT + 1)b

= bT(— A(ATA)LAT + I)b.

Assim, tem-se:

J(®) = bT(I — A(AT 4)~1AT)p. (3.30)
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3.4.2 MiINIMOS QUADRADOS PONDERADOS

Considerando-se o seguinte problema de minimizagéao:

min,{J(z)} (3.31)
r e R”
sendo:
J(x) = (Az — b)TW (Az — b) (3.32)

onde W € R™" é a matriz de ponderagao simétrica definida positiva (W = W1 > 0),

A e R™™ e b € R" conhecidos e = € R™ o vetor incognitas.
Uma solugéo minima ponderada 7, € uma solugéo com a seguinte propriedade:
|42 — b2, < || Az - b3, (3.33)
para todo z, e ||s||, = sTWs.
Desenvolvendo J(x) tem-se:
J(x) = (Az — b)TW (Az — b) = (2T AT — b )W (Azx — b)

= 2T ATW Az — 2T ATWb — bTW Az + bTWb. (3.34)
Assim, o problema de minimizagao pode ser reescrito como:
min, (zT ATW Az — 2T ATWb — bTW Az + "W). (3.35)

Diferenciando e igualando a zero:

05 — (ATW A)a + (ATWA) & — ATWb — ATWb =0
ATW Az + ATW Az — ATWb — ATWb =0
2ATW Az — 2ATWb = 0
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ATW Az = ATWb. (3.36)

Se W é definida positiva e A é posto coluna pleno entdo ATW A é invertivel, segue

que:

(ATW A)"LATW Az = (ATW A)~1ATW b (3.37)

e o valor 6timo 7 é dado por:

7= (ATWA)"LATWb. (3.38)

O valor minimo assumido pelo fungéo J(x) é dado substituindo a equacao (3.38) na

equacao (3.32):

J(Z) = (AT — b)TW (AZ — b)
= (A(ATWA) L ATWb — b)TW (A(ATW A)~ L ATWb — b)
= [A(ATWA)LATWb — b)TW[A(ATW A) "L ATWb — b]
= PTWA((ATWA) DT AT — bTIW[A(ATW A) "L ATWb — b]
= VTWA((ATWA) )T ATW A(ATW A) L ATWb —
—TWA((ATWA) DT ATWb — BT W A(ATW A) L ATWb + 6T Wb
= VTW (A((ATWA) " )T ATW A(ATW A) L ATW — A((ATW A) ") TATW —
— A(ATW A)LATW + )b
= T (A((ATW A) DT (ATW A)(ATW A)LATW — A((ATW A) )T ATW —
— A(ATWA)LATW + )b
= VTW(A((ATWA) DT TATW — A(ATWA) )T ATW —
— A(ATWA)LATW + )b
= VTW(A((ATW A DTATW — A(ATW A) )T ATW —
— A(ATWA)LATW + )b
= VTW(— A(ATWA)LATW + I)b
= b7 (— WAATWA)LATW + W)b.

Assim, tem-se:

J (@) = bT(W — WA(ATW A)~LATW)b. (3.39)
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3.4.3 MINIMOS QUADRADOS REGULARIZADOS

Considerando o seguinte problema de minimizagao:

min,{J (z)} (3.40)
xeR"
sendo:
J(z) = 27 Qx + (Az — b)TW (Ax — b) (3.41)

onde @ € R™™ é a matriz de regularizagéo simétrica definida positiva (Q = Q > 0),
W € R™" ¢é a matriz de ponderagdo simétrica definida positiva(W = W71 > 0),
A e R™™ e b € R" conhecidos e = € R™ o vetor incognitas.

Uma solugdo minima regularizada fQ € uma solugado com a seguinte propriedade:
12113 + AT — 0I5 < llz]5 + | Az — bl (3.42)
para todo z, e ||s||7, = s" Qs

Desenvolvendo J (z) tem-se:

J(x) = 27 Qx + (Az — b)TW (Az — b) = 2T Qx + (2T AT — b1 YW (Azx — b)
=27Qx + 2T ATW Az — 2T ATWb — bTW Az + bTWb. (3.43)

Desta forma, o problema de minimizagao pode ser reescrito como:
min, (z7Qz + 2T ATW Az — 2T ATWb — bTW Az + bT WD) (3.44)
Diferenciando e igualando a zero:

0 = 2Qz + (ATWA)x + (ATWA) 'z — ATWb — ATWb =0
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2Qx + ATW Az + ATW Az — ATWb — ATWb =0

2Qx + 2ATW Az — 2ATWb =0
Qr+ ATW Az = ATWbh
(Q + ATW A)z = ATWb. (3.45)

Se (Q é definida positiva entdo (Q+ AW A) é invertivel mesmo que W seja
semidefinida positiva, segue que:

(Q+ATWA) N Q+ATWA)x = (Q+ATWA)LATWbH (3.46)

e o valor 6timo z € dado por:

7= (Q+ ATWA) L ATWb. (3.47)

3.4.4 MiNIMOS QUADRADOS REGULARIZADOS COM INCERTEZAS

A estrutura BDU (Bounded Data Uncertainties) € um método de otimizagdo que
incorpora simultaneamente regularizagdo e ponderagdo, e resolve um critério
robusto para projetos de minimos quadrados, na presenga de dados incertos
(SAYED e NASCIMENTO, 1999).

a) Formulagéo do problema BDU

Considerando um problema de otimizagdo com incertezas nos dados, tem-se o

seguinte custo funcional:

J(z,y) = 27Qz + R(z,vy), (3.48)

De modo que, z”Qx é o termo de regularizagédo e R(x,y) € o custo residual definido
por:

R(z,y)2(Az — b+ Hy)"W(Az — b+ Hy) (3.49)
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sendo Q € R™" a matriz de regularizacgéo, simétrica e definida positiva, W € RY*¥
a matriz de ponderacéo, simétrica e semidefinida positiva, A € RY*" matriz nominal
conhecida, b€ RY*! vetor nominal conhecido, = € R"™! vetor de variaveis,

H € RV*™ matriz conhecida e y € R"™*! vetor de perturbagdo n&o conhecido.

A presenca de H e y na expressdo (3.49), mostra a presenca de incertezas nos

parametros, o que se tornara mais evidente a partir das discussdes que se seguem.

Para garantir um 6timo desempenho no pior caso, ou seja, maximizando as

incertezas, considera-se um problema de otimizagdo min-max da seguinte forma:
T =arg min max <4 J(7,y), (3.50)

onde, ||y|| representa a norma Euclidiana do vetor y (||y|| = (y"y)?) e a fungdo ndo-

negativa ¢(x) é o limite da perturbagédo em y e dependendo apenas de .

Portanto, tem-se um problema do tipo jogos onde existe 2 (dois) jogadores

oponentes, enquanto um tenta encontrar o minimo custo em 7, o outro busca

maximizar o custo de y, que é determinado pela fungédo ¢(x), dependente de .
minrmaxHyHS(b(m) [ZCTQCC + (A.’E — b+ Hy)TW(A.T —b+ Hy)] (351)
b) Solugao do problema BDU

Pode-se notar que para todo y o custo residual R(x,y) dado na equacao (3.49), é

convexo em zx, portanto a seguinte maximizagao
C(z) 2max, <o) R(x, ) (3.52)

também é convexa em z. Como z”Qx é estritamente convexa em z e radialmente
ilimitada quando @ > 0, pode-se dizer que z7Qz + C(x) também é estritamente
convexa em z, 0 que implica que o problema de otimizacdo tem um minimo unico e

globalem z.
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c) Problema de Maximizagao

O problema de maximizacao é resolvido fixando-se x, nota-se ainda que o valor
maximo é encontrado na condigdo limite de y, ou seja ||y|| = ¢(x), pode-se entéo
substituir o sinal de inequagéo por um de igualdade. Deste modo € considerando o

pior caso, onde as incertezas sdo maximas.

Assim, tem-se o seguinte problema sob restrigao:

f(y) = max,[(Az — b+ Hy) W (Az — b + Hy)] (3.53)
S.a
ci(y) = llyll* — ¢*(). (restrig&o) (3.54)

Aplicando o método de multiplicadores de Lagrange, o problema pode ser reescrito

de forma irrestrita, através da seguinte fungédo Lagrangeana:
L(y,N) = (Az = b+ Hy)' W (Az — b+ Hy) = A(||y|* — ¢*(x)). (3.55)
Desenvolvendo:

L(y,A) = (@' AT = b" +y"H" )W (Az — b+ Hy) — M|yl* + Ao*(x)
= 2T ATW Az — 2TATWb + 2TATWHy — 6" WAz + 0" Wb — bW Hy +
+yTH'W Az — y" HTWb + y" HTW Hy — A||y||* + A¢*(z) (3.56)

1
Como |ly|* = [(v"y)z]* = y"y,

L(y,\) = 2T ATW Az — 2T ATWb + 2T ATW Hy — bW Az + bTWb — VT W Hy +
+yTHIW Az — y"HTWb + yTHTW Hy — M\yly + \p?(2). (3.57)

Diferenciando L(y,\) em relacdo a y e A a fim de obter os candidatos a valores

o6timos/criticos, tem-se:

(?9_5 = HI'WAx — HYWb+ HTW Az — HTWb + 2HTW Hy — 2)y
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g_g =2H"W Az — 2H" Wb+ 2H"W Hy — 2)\y

Se=2H"W(Ax —b) +2(— M + H"WH)y (3.58)
e
F= vyt i@ =~ Iy’ + (). (3.59)

Igualando a zero, obtém-se as condigdes de otimalidade de primeira ordem:

2HTW (Az —b) +2(— M + HTWH)y =0

(X — HTWH)y® = HTW (Az — b) (3.60)
— [yl + ¢*(z) =0
ly°[l = ¢(z) (3.61)

onde y° e \° representam as solugbes otimas para y e A, respectivamente. E a

Hessiana com relagao y fornece as condigdes de otimalidade de segunda ordem:

2
gi; =2(—= A+ H'WH) (3.62)

para garantir as condicbes de um problema de maximizagdo a segunda derivada da

funcao deve ser negativa.

2(— X + HTWH) <0

“ M+ HTWH <0

A — HTWH >0

A > HTWH

A> |HTWH]|. (3.63)

Sendo assim \° deve satisfazer a condigado \° > | HTW H]|.

Deve-se agora substituir o valor étimo para y no problema, afim de se encontrar a

funcdo custo maximizada dada na equacao (3.55):
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¥ = (\°] — HTWH) "HTW (Az — b). (3.64)
Visando facilitar o desenvolvimento, assume-se que:

z=Ax—b = (2 = 2T AT —bT) (3.65)
¢ = o(x) (3.66)

Assim, tem-se:

¥ = (N — HTWH) "HTW 2 (3.67)
L(y, ) = (z+ Hy) W (z + Hy) = M|ly|* — ¢*). (3.68)

Desenvolvendo L(y, A):

L(y,\) = (= + Hy)' W(z + Hy) = M|ly|* = ¢*)
= (" +y" HW(z + Hy) = A(lyl* - ¢%).

Como |ly|* = [(y"v):)* = ¥y,
Ly, \) = (z" +y"H")W (2 + Hy) = \y"y — ¢*)
=2We+ ZWHy +y"H' Wz +y"H"WHy — M\y'y + \p?
=Wz + Hy)+y"(H" Wz + H'W Hy — \y) + \¢?
=2"W(z+ Hy) +y ' [H" Wz + (H"WH — X)y] + \p?
W (z+ Hy) +yT[H' Wz — (M — H'WH)y] + A2 (3.69)

observar que X\ (o multiplicador de Langrange) € um escalar, assim sua posi¢cao nas
multiplicagdes nao interfere o resultado final. O que nao ocorreria caso fossem um
vetor ou matriz, pois ha um maior cuidado nas operagdes, uma vez que, as
dimensdes devem ser respeitas para que se possa realizar as multiplicagdes.

Substituindo y pelo seu valor 6timo dado pela equacgéo (3.67):

Ly, \) = 2"W(z + Hy) + y"[H'Wz — (\I — H'W H)y] + A¢?
=Wz + HN — H'WH) "HTWz] +
+ (M — HTWH) "HTW T {[HTW 2 —
— (M — HTWH)(M — HTWH) ' HTW 2]} + A¢2.



31

Como uma matriz S, multiplicada pela sua matriz inversa S—!, resulta na matriz

identidade I, tem-se:

L(y,\) = 2TW[z + HA — HTWH) 'HTW 2] +
+[(A = HTWH) "HTW T{[HTW z — IHTW 2]} + A¢>.

Como a matriz identidade I, multiplicada por uma matriz S resulta na prépria matriz

S, tem-se:
Ly, \) = "Wz + HN — H'WH) 'HTWz] +
+ (M = H'WH) "HTW2T{[HTW 2z — H'W 2]} + A¢?
=Wz + HN — H'WH) "HTWz] +
+ (M = HTWH) "HTW 2)T{©} + \¢?

onde © € uma matriz de zeros. Logo:

L(y,\) = 2TW[z + HOAI — H'WH) " HTW 2] + A\¢?
= W + HA — H'WH) "HTW]z + A¢?
L(y,\) = ZT[W + WH(M — HTWH) "HTW]z + A¢. (3.70)

Considerando novamente as equagdes (3.65) e (3.66), a fungdo custo maximizada

dada em termos das variaveis independentes = e \ é:

C(z,\) = (Az — b)) [W + WH(A — H'WH) " HTW](Az — b) + A (). (3.71)
d) Problema de Minimizagao

Como o problema de maximizagdo ja foi solucionado, deve-se realizar a
minimizagcdo em x. Porém uma nova condi¢ao, originada na maximizagao, deve ser

respeitada:

A0 =arg min, . grwg C(x, ), A =A(x) (3.72)
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O problema inicial tem agora a seguinte formulagao:

min, [z7 Qz + C(x)] = min miny. gy [2" Qz + C(x, N)]

ou

min [z7Qz + C(x)] = miny_yry gymin, [T Qx + C'(x, \)]. (3.73)

Deste modo, resolvendo-se a minimizagdo em z, tem-se uma funcdo dependente

apenas de )\, a qual sera representada por G(\):
G(A) 2min [27Qx + C(z, \)). (3.74)

Assume-se assim a seguinte funcao custo a ser minimizada em x, com o valor de \

fixo, obtido a partir da equacao (3.74):

T(z,\) = 2TQx + C(z,\). (3.75)
Portanto,
T(z,\) =2TQx +

+ (Az = b)T[W + WH(M — HTWH) ' HTW](Az — b) + A¢*(). (3.76)

Objetivando compactar a notagéao, assume-se que:
W) 2W + WHA — HTWH) "HTW. (3.77)

Observando que W (\) é um matriz simétrica, pois

Logo, tem-se:

T(z,\) = 27Qx + (Az — b) W (A\)(Az — b) + A¢?(z). (3.78)
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Desenvolvendo:

T(z,\) = 27Qx + (Az — b) W (A (Az — b) + A ¢?(z)
= 27Qx + (2T AT — b1)W (M) (Az — b) + \p?(x)
=2TQz + 2T ATW(N) Az — 2T ATW(A\)b — T W (N\) Az + bTb +
+ A (). (3.79)

Diferenciando T'(x, \) em relagéo a z:

9L = 2Qz + 2ATW (N Az — ATW(A\)b — ATW (A)b + AV¢?(2)
=2Qz + 2ATW (N) Az — 2ATW (\)b + A\V¢?(x)
=2(Q + ATW(N)A)x — 2ATW (A\)b + AV p?(x) (3.80)

V¢?*(x) representa o gradiente de ¢*(x) com respeito a z.

Igualando o resultado anterior a zero encontra-se as condi¢cdes de otimalidade do

problema de minimizag&o:

2AQ + ATW (N A)z — 2ATW (\)b + AV (z) = 0
(Q+ ATW (N A)z + AV (z) = ATW ()b, (3.81)

Novamente afim de compactar a notacao considera-se:

M) 2Q+ATW(N)A (3.82)
D(A) LATW (A)b. (3.83)

Deste modo, tem-se:
M(N)z + 3AV¢?(z) = D(A) (3.84)

x°(\) (valor étimo para x em fungdo de \) pode ser encontrado como a solugédo
unica desta equacgéo.
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A fungéo custo G(\), pode ser reescrita como:

G(\) = 2°TQz° + C(x°(\), N). (3.85)
Pode-se entdo encontrar o valor 6timo \° através da seguinte minimizagao:

A = arg miny . grw ) G(A). (3.86)
E, portanto, a solugao 6tima € dada por:

T =2x°(\). (3.87)
e) Tipos de incertezas

A liberdade na escolha de ¢(x) permite lidar com diferentes modelos de incerteza. A
formulag&o anterior permite que tanto as incertezas estruturadas e ndo estruturadas
nos dados sejam consideradas. Destarte, tem-se dois casos especiais que

correspondem as opgoes especiais da fungao ¢ (z).

Como o objetivo deste trabalho é lidar com as incertezas estruturadas, ndo sera
apresentada a deducgao para a classe de incertezas nao estruturadas.

Incertezas estruturadas: relacionadas entre si:
[6A 6b) = HS[E, Eyl;

6A=HSE,;

6b= HSE,.

Ambas pertencem ao espaco criado por H.

Incertezas nao estruturadas: nao relacionadas entre si:

16A] < e
16b]] < &.
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f) Incertezas estruturadas

Considerando agora o seguinte problema:

min maxsa s (27 Qx + ((A + §A)z — (b4 6b))TW((A+ 6A)x — (b + 6b))], (3.88)

Onde as incertezas 6 A e §b sdo modeladas através:

[6A 6b] = HS[E, E) (3.89)
Isto é,

6A=HSE, (3.90)
6b= HSE),, (3.91)

sendo Q € R™*™ a matriz de regularizagéo, simétrica e definida positiva, W € R"*"
a matriz de ponderacdo, simétrica e semidefinida positiva, A € R"™™, b€ R", S é
uma contracdo arbitraria, ||S|| <1, e {H,E,, E,} sédo matrizes de dimensbes
apropriadas escolhidas pelo projetista. Este tipo de modelo de incertezas é
comumente encontrado na teoria de filtragem e controle robusto e pode surgir a
partir de especificagdes de tolerancia em parametros fisicos, uma vez que abrange
uma grande classe de incertezas (SAYED et al, 2002). Deve-se considerar que as

matrizes {Q, W, A,b, H, E,, E,} séo supostas conhecidas.

Desenvolvendo o problema dado na equagéo (3.88) tem-se:

min maxsa s (2 Qx + (Az + 6 Az — b — 6b)TW (Az + §Ax — b — 6b)] (3.92)

que equivale a

min maxsa s (2 Qr + (Az — b+ (§Ax — 6b))TW (Az — b + (6 Az — 6b))]. (3.93)

Comparando a situacao atual com o problema min-max inicial dado pela equacéao
(3.51), tem-se:
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Hy=6Ax — 6b (3.94)
Hy=HSE,x — HSE,

Hy=HS(E,x — E)

H'Hy=H 'HS(E,x — E)

y=S(E,x — E)

[yl = [[S(Eaz — B3|

[yl < NISII(Eaz — Eb)| (3.95)

Deste modo, como ||S|| <1, indica que o méximo valor de |y|| é igual a

|(E,x — Ey)||, pode-se reescrever a fungdo anterior como:
[yl < [[Eaz — Ey|. (3.96)

Com isso, € possivel observar que o problema é um caso especial do problema min-

max inicial com a escolha de ¢(x) sendo:

¢(z) = ||[Ear — Ep]|. (3.97)
O problema pode ser escrito da seguinte maneira:

min, Max < g,.—g,|[#" Qr + (Az — b+ Hy)" W (Az — b+ Hy)]. (3.98)
g) Solugao para Incertezas Estruturadas

Apds a solugédo genérica do problema e a escolha de ¢(x) pode-se encontrara
solucdo 6tima 7 para o caso especifico das incertezas estruturadas. Desenvolvendo

¢(z) dado na equacdo (3.97):

6(x) = || Eaz — By|| = (Boz — Ep)" (Boz — Ep))?
$*(z) = | B — By|* = [(Eaz — By)"(Eyz — By))2 ] = (Baz — B,)" (Baz — E,))
= ((«"El — El'Y(Eux — E})) = 2"E'E, 2 — 2"EI'E, — El E,x + E]F,
V¢*(z) =2E'E,x — ETE, — E'E, = 2ETE,x — 2E''E,
V2 (x) = 2B (E,x — Ey). (3.99)
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Substituindo na equacao (3.84), tem-se:

MMz + 5A2El (E.x — Ey)] = D())

M(Nx + NEL(E,xz — Ey) = D()\)

M(\)z + AETE,z — AETE, = D()\)

(M(\) + AETE,)x = D(\) + AEL'E,. (3.100)
Logo, a solugao 6tima é dada por:

2°(\) = (M(A) + AETE,)"Y(D(\) + AETE}). (3.101)
Destacando as equagdes (3.82) e (3.83), pode-se reescrever a solugdo 6tima como:
°(\) = (Q + ATW (N A+ AETE,) 1 (ATW(M\)b+ AETEy). (3.102)
pois () € definida positiva.

Assumindo aqui o valor 6timo de A como \?, que este é dado pela equacao (3.86) e

que G(\) é definida pela equagéo (3.85), ou seja:

G = 2°(N)TQx(N) + (Az°(\) — b)" [W +
+ WH(M — HTWH) "HTW](Az°(A\) — b) + M| E.z°(A) — Ey|%. (3.103)

Tem-se entdo a solugdo 6tima = dado pela equacgéao (3.87):

T=(Q+ATW\)A+ NETE,) L (ATW(X°)b+ N°ETEy).

Definindo:
Q2Q + NETE, (3.104)
WAW) =W + WH(NI — H'WH) "HTW. (3.105)

com )\’ dado pelo expressao (3.86)
Tem-se que a solug&o unica e global do problema & dada por:

T=(Q+ATWA) L (ATWb+ \ETE). (3.106)
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4 REGULADOR LINEAR QUADRATICO NOMINAL

4.1 Introdugao

Em problemas de controle 6timo tem-se uma funcéo custo que deve ser minimizada
e que é um indice de performance do sistema e sua minimizagdo deve garantir o

melhor desempenho possivel do sistema.

A fungao custo é definida como uma funcéo das variaveis de estado e também das
variaveis da entrada de controle. Estas ultimas sao inseridas na funcédo custo afim
de limitar as entradas, pois caso contrario seria possivel encontrar uma lei de
controle 6timo na qual a entrada seria ilimitada, tornando assim o sistema

fisicamente impossivel.

O regulador linear quadratico € um regulador de estados que utiliza como indice de
performance uma fungao quadratica em termos dos estados do sistema e do vetor
de entrada (MOUDGALYA, 2007).

A lei de controle 6tima baseada em critérios de otimizagdo quadratico (indice de

desempenho quadratico) € uma fungao linear dos vetores de estados.

O objetivo do LQR ¢ levar o vetor de estados para zero, pois este € constituido de
estados que sdo usualmente taxas de variacdo com relacdo ao estado estacionario,

assim levando o vetor de estado a zero, leva-se o sistema ao estado estacionario.

4.2 Formulagao do problema de controle 6timo

O problema inicial € encontrar uma entrada u;, = {uo, ...,ux—1} que leve os estados

x; de um sistema para zero o mais rapido possivel e com o minimo gasto de

energia.
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Tendo em vista o problema inicial, considera-se o sistema no espaco de estados

dado por:

Tre1 = Fap + Guy, (4.1)

sendo,

xj. 0 vetor de estados, z;, € R"
uy, 0 vetor de entrada, u;, € R?
F a matriz de estados, F' € R™"

G a matriz de entrada, G € R™

Sendo o sistema (4.1) controlavel, os estados nos instantes seguintes podem ser

obtidos da seguinte forma,

T+o = F.’I;'k+1 + GUk+1 (42)
T+o = F(F-Tk + GUk> + GUk+1
T2 = F%k + FGui + Gugq, (4.3)

de forma analoga tem-se,

T3 = Fapo + Gupgo

Tz = F32p + F2Guy, + FGujy1 + Gupio. (4.4)
De onde infere-se a equacéao geral de estados, fazendo £ igual a 0:

T, = F'zy + Z Fr "G,y (4.5)

m=1

Da equacgao acima pode-se observar que o estado z,, depende apenas de z, e das
entradas passadas, nunca das entradas futuras.

Define-se agora a fungdo custo em func¢do da variavel de estado x;, da variavel de

entrada do sistema w;..
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N-1
J =33 2L Qizy + ul Qoup] + 325 Qran (4.6)
=0

sujeito a equacédo (4.1), onde @); e () sdao matrizes simétricas semidefinida e
definida positiva respectivamente de forma que,

xf@lxk >0, Vx

quguk > 0,Vu
As matrizes @); e ), sdo matrizes de ponderagéo escolhidas pelo projetista.

Incorporando-se a restrigdo por meio de um vetor multiplicador de Lagrange aqui
denotado por \;.1, 0 funcional definido em (4.6) pode ser escrito da seguinte forma:

N-1 N—1
Ji = %Z 27 Quzp + 0l Qoug] + 3 (A;{H( — Zp1 4 Fap + Guk)) n
k=0

+ sk Qizy. (4.7)

Para que J; seja minimizado suas derivadas parciais com respeito a =y, uy € Agi1,

devem ser iguais a zero. Diferenciando, obtém-se

aiJl —ulQy+ N, ,G =0 (equag&o de controle) (4.8)
_6/\?1;’]+1) = — T+ Fap + Gu, =0 (equagdo de estados) (4.9)
aalJl =alQ —A[+ AL F=0 . (equagao adjunta) (4.10)

A demonstracdo desta derivada pode ser vista no APENDICE B.1.

Como n&o se tem o valor de )\, ndo € possivel resolver o problema recursivamente,

0 que leva a uma forma alternativa.
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Observando a equacado de estados dada na equacgéo (4.1), pode-se inferir que a
entrada uy nao interfere no sistema, pois o estado x5, que € o ultimo estado de
interesse, ira dependerde xy_1 € uy_1.

xy = Foey_1+ Guy_1. (4.11)
Tendo esta observacédo em vista, considera-se a entrada u, como sendo nula.
Assim, a partir da equacéo (4.8) no tempo N, tém-se

uh Q2+ Ay G =0 (4.12)
como ul}, é zero e o vetor G ¢ diferente de zero

Avi1 =0. (4.13)
E de acordo com a equacéo (4.10) no tempo N,

Ay =23Q (4.14)
ou de forma equivalente

AN = Qizy. (4.15)

Supbe-se agora uma linearidade para todos os instantes tendo como base a
equacgao (4.15), assim:

S I N (4.16)
Ay 0 0 - Py|l|ay

)‘k = Pkl‘k (4.17)



A equacéo (4.8) pode ser escrita como

Quuy + G Ny = 0
Quuy = —GT,.

Sendo,
A1 = Prizy gy

e substituindo na equacéo (4.18), encontra-se

Qouy = — GT Py @i
Qouy, = — GT Py (Fay, + Guy)
Qu, = — GTPy 1 Fay — GT P Guy

Reorganizando os termos em uy; € xy,

Q2 + GT Py Gluy = — GT Py Fay,
up = — [Q2+ GTP1 Gl '\GT Py F .

Retomando a equacéo adjunta (4.10), pode-se escrevé-la da seguinte forma
A= FT + QFay,

como QT = ), tem-se,

A\, = FTPpazi + Quzy,

substituindo z;,; da equacgéo de estados (4.1),

N, = FT Py (Fop + Guy) + Qi

e em seguida substituindo o valor de u; dado pela equagéo (4.20), obtém-se,

42

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)



43

)‘k = FTPk_H[F:Ck - G[QQ + GTPk_HG]*lGTPk_Hka] + lek. (4.24)
Abrevia-se a equacao fazendo

R =Qy+ GTP.1G, (4.25)
usado o valor de dado \;, na equacdo (4.17) entao escreve-se

Pyxy = FTP. 1 [Fxp — GRIGT Py Fay) + Quy,. (4.26)
Agrupando os termos da equacgao

[P, — FTP F + FTP . GR'GT P F — Q1]ar = 0. (4.27)
A equacao acima deve ser satisfeita independente do valor de z;, portanto

P, — FTPk+1F + FTP]H_lGRflGTPk_HF — Q1 =0
P. = FTPk+1F — FTPk+1GR71GTPk+1F + Q1. (4.28)

A equacgéo (4.28) é conhecida como equagao de Riccati em tempo discretocom R

dado pela equacao (4.25).

Com base nas equagdes (4.15) e (4.17) observa-se que

Py = Q.

Pode-se assim calcular as entradas u; por meio de um algoritmo retrogressivo, a

partir da equacéao (4.20), para:
up = — Kjxy (realimentagéo) (4.30)
tem-se:

K. = [Qs+G'P. 1G] '\GT P F. (4.31)
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O seguinte algoritmo pode ser usado para calcular a sequéncia 6tima de ganhos de

realimentacado da entrada K; e também os valores de P,.

1: Pv=Q; Kn=0m=N

2: repete

3: My = P, — P.G[Q2 + GTP.G]'GT P,
4: K 1= [Qs+G'P.G) '\GT P, F

5: P, =FT'M,F +Q

6: m=k—1

7: atém=1

Determina-se entdo o valor minimo do funcional, primeiramente é necessario fazer
uma observacdo a respeito da matriz P,, como Py = ();, assume-se que esta
similaridade é condicdo suficiente para afirmar que P, € simétrica semidefinida

positiva.

A partir da equacéo de controle (4.8), obtém-se o valor de uy:

U%QQ + )‘nglG =0

Qo = — G\,

w,= —Qy G, (4.32)
como A, = Pri1p1,

Up = — leGTPkakH. (433)

Utiliza-se agora a equacao adjunta (4.10) que pode ser escrita da seguinte forma,

Py = Qixy, + FTP]H_liCk_H. (434)

Pré-multiplicando esta equacéao por xf tem-se

el Poxy = 2l Qe + ol FT Ppizy. (4.35)
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Substituindo a equagao (4.33) na equagao de estados (4.1)

Tre1 = Fap + Guy
Ty = Fap, — GQy'GT Prywiga
[I -+ GQ;lG TPk_H].Tk_H = Fuay. (436)

Substituindo (4.36) em (4.35),

2} Pray, = o} Quag + o [I + GQy' G Py ) Prya @i

T _.T T T AT
T Qv = 2 Prxy — 23 Py Ty — 23, P GQY G Py (4.37)

Com a equagao acima encontrou-se a primeira parte do somatoério, agora deve-se

encontrar o valor de uf@uk.

Utilizando o mesmo resultado obtido em (4.33), de modo que:

up Qoug = [ — #f 1 Pen1GQ3 Y Qo — Q3 G T Pryiayyn]
’U/]Z‘QQU/]{; = xfﬂ Pk+1GQ51GTPk+1$k+1. (438)

Substituindo os resultados da equacgdo (4.37) e (4.38) no funcional (4.6) a ser

minimizado, obtém-se:

N-1
J =33 o} Powy — 2}, Prpizen) + 325 Qizy
k=

0
J = %(I%P@CEO — xlTP1x1 + xlTP1x1 — ngQQLQ + ...+ x%ilpj\[,ll’]\[,l - a’:%PNZEN)

+ 524 Qi (4.39)
Assim J é igual a,

_ 1T 1..T 1,..T
J = §(E0P0£L’0 — §£L‘NPN$N + §$NQ1$N

J = ja{ Pyxo. (4.40)

pois Py = @1
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Conclui-se assim que o minimo do funcional dependera do estado inicial e da matriz

Py, por meio do algoritmo ja mostrado é possivel obter P a partir de Py.

4.3 Simulagao Computacional do LQR proposto

Para avaliar a eficiéncia do algoritmo apresentado anteriormente, o mesmo foi
implementado no MATLAB®, o qual € um software interativo de alta performace
para calculo numerico.

Na implementagcédo utilizou-se um sistema discreto qualquer, e com o algoritmo
encontrou-se a matriz K com os ganhos 6timos de realimentacgéo, afim de levar os
estados do sistema a zero. O resultado obtido foi comparado com o resultado do
comando "dlgr" do préprio MATLAB®. O cdédigo do programa criado esta no
APENDICE C.1.

Considera-se o seguinte sistema discreto:
0 1 0
Tpy1 = [ 1 2:|$k—|— [1]uk, (441)

Para este sistema o vetor de estados = possui dois estados, € R**!, e seu valor

inicial é:

. $10 . 1
w- 20111 (a2
O objetivo € obter a lei de controle 6tima u;, dado por:

U = — kak (443)

para k =0,1,2,---,8, utilizando o funcional dado na equacao (4.6), onde:

Q= [(1) 8} (4.44)

Q2 =1 (4.45)
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Através do algoritmo implementado obtém-se a seguinte matriz de ganhos K:

K [ —0,7691 11,2496 |
K, —0,7691 11,2496
K, —0,7689 11,2495
K —0,7680 11,2480
K=|Ki|=]|-0,7655 1,2414 (4.46)
K —0,7647 11,2353
K —0,7500 1,2500
K —0,5000 1,0000
| Ks| | 0 0 |

A partir desta encontra-se o vetor de estados « :

r=[xy X X2 T3 Ty Tz Tg Ty Ty Lo (4.47)
11,00 1,00 0,52 0,16 0,00 -0,04 —-0,03 —-0,01 0,00 0,00
= 11,00 0,52 0,16 0,00 —0,04 —0,03 —0,01 0,00 0,00 0,00

Assim tem-se a lei de controle 6tima:

u=/[uy w wuy uz Uy us U U7 Ug]

=[-0,48 0,12 0,20 0,12 0,05 0,01 —0,01 0,00 0] (4.48)
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Regulador Linear Quadratico
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2 Hesposta - Comando digr

FIGURA 9 - Comparativo LQR proposto versus comando digr do MATLAB®
Fonte: Elaboragao prépria.

Através do FIG. 9, onde z1(i) € o estado 1, z2(i) € o estado 2 e u(i) é a lei de
controle 6tima, pode-se observar que a resposta obtida com algoritmo implementado
€ bem proxima da resposta obtida com o comando "dIgr", e também que os estados
estdo indo a zero, conforme esperado. Isto tudo vem validar o regulador linear

quadratico e o algoritmo proposto.
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5 REGULADOR ROBUSTO

Considera-se o seguinte sistema no espacgo de estados:

Tpi1 = Fap + Guy, (5.1)
onde z, € o estado inicial do sistema e u; € a sequéncia de controle. O LQR

apresentado no capitulo 4 busca encontrar a sequéncia de controle u; que leve os

estados a zero com o menor custo possivel. Para a fungéo custo a seguir:

Vie(@hs1, wn) = (2] Quaksr + uf Qouy) (5.2)

Q1 = Py.

O controle 6timo é obtido a partir da solugao de:

N-1
k=0

com @, > 0, @; > 0e Py > 0. Pode-se reescrever o problema em termos de V;.:

ot Qrzo + ming, ueay (Vo + Vi + -+ Vvog) (5.4)
que equivale a:

zt Qrzo + ming {Vo + min, {V4 + -+ + min,, {Vy_1}}}. (5.5)

Os valores da sequéncia de controle podem ser encontrados através dos

argumentos abaixo:

up—1 = — Kp1Tg-1, (5.6)
Kio1=(Q2+ G | P.Gy) 'GP Fy_y, (5.7)
Pioy = Q1+ Kl QoK1 + (Fim1 — Gro1 K1) Pi(Fim1 — Gr—1Ki—1). (5.8)



50

A equacdo (5.8) é equivalente a equacédo (4.28), equacdao de Riccati, e a

demonstracdo desta equivaléncia pode ser vista no APENDICE B.2.

O LQR mostrado anteriormente € sensivel a incertezas na modelagem e para
melhorar esta sensibilidade pode-se usar métodos de modelos robusto, como por
exemplo os modelos H oo, custo garantido, LMI e BDU. Neste trabalho sera utilizado
o modelo BDU, ja apresentado anteriormente no capitulo 3.

5.1 Espacgo de estados com incertezas paramétricas

Considerando o sistema de espagos de estados sujeito a incertezas paramétricas

estruturadas:

onde as incertezas 6 F} e 6G,;, sdo modeladas através:

[0F; 6Gi] = HS[E; Ej] (5.10)
Isto é,

0F, = HSE; (5.11)
6G, = HSE, (5.12)

sendo que, S € uma contragéo arbitraria, ||S|| <1, e {H, Ey, E,} sdo matrizes de

dimensoes apropriadas escolhidas pelo projetista.

O problema de determinagéo da sequéncia de controle étima € igual a:

2l Q120 + min,, maxsg, sq, {Vo +

+ min,, maxsg, s¢, {Vi + - -+ + min,, maxsp, scy{Vv-1}}}- (5.13)
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5.2 Redugao do problema LQR robusto ao problema BDU

O termo a ser minimizado no funcional do Problema LQR sujeito a incertezas

paramétricas é dado por

V-1 = ul_1Qoun—1 + zh Pyay (5.14)
s.a

zn = (Fyo1+0Fn_1)zn_1+ (Gn_1 + 0GN_1)un—1 (5.15)
sendo

§Fy_, = HSE; (5.16)
e

§Gy_, = HSE,. (5.17)

Por outro lado, o termo a ser minimizado no funcional BDU é
tTQu 4+ (A+6A)z — (b+ 6b) " W((A+6A)x — (b + 6b)) (5.18)

sendo que as incertezas paramétricas sdo modeladas como:

SA=HSE, (5.19)
e
b = HSE,. (5.20)

Fazendo-se a comparagao entre os termos, através das seguintes identificagcoes

< un_1, A Gn_1, 0A — 6GNn_1, By — Ey, W «— Py, Q «— @2, H «+— H,
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— (b + (Sb) — (FN—l + 5FN—1)37N—1 =b«— — Fy_1xny_1 € Ob «— — 6FN_1:UN_1,
E[, — Efo_l (521)

segue que a solugao do problema BDU, igual a

~ ~ -1 ~
7= (Q+ATWA) ATWb (5.22)
Q=Q+\ETE, (5.23)
~ —~ —1
W=W+WH ()\I - HTWH) H™W (5.24)

passa a fornecer os valores da sequéncia de controle 6tima através do algoritmo:

Av_1 > |HTPyH|| (5.25)
uy_1= — Kny_1Tn_1, (5.26)
Kyv1=Qn 4+ GL WnGn 1) 'GL_ WyFy1, (5.27)
Q.1 = Q2+ Ay ETE,, (5.28)
Wy = Py + PvHAy_ I — H' PyH) 'H” Py, (5.29)
Pyv1=Q1+ KL (QKyn1+ (Fy-1— Gy 1Ky 1) TWx(Fy1 — Gy 1Ky 1)+

+Ava[KL L ETE,Ky .y — K | ETE; — EYE,Ky_y + EVEY). (5.30)

5.3 Simulagao Computacional do LQR Robusto
Para verificar a melhora na resposta do regulador na presenga de incertezas nos
parametros, implementou-se no MATLAB® dois reguladores, um com o método de

modelo robusto BDU e outro sem.

Utilizou-se um sistema discreto qualquer, sujeito a incertezas paramétricas

estruturadas aleatérias. O cédigo do programa criado esta no APENDICE C.2.

Considera-se o seguinte sistema discreto dado pela equacao (5.9), assume-se que:

F:[_Ol ;} eG:m, (5.31)
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onde as incertezas 6 F; e 6G; sdo dados pela equagao (5.10), onde:

10 0,1 0,1 | 0,1
m=y om=| 2y Silem =] %) (5.32)

S é uma contragéao arbitraria, sendo que || S| < 1.

Para este sistema o vetor de estados = possui dois estados = € R?*! e seu valor

inicial é:

2 = [gg} = H (5.33)

O objetivo € obter a lei de controle 6tima u;, dado por:
Up = — kak (534)

para k =0,1,2,---,15, utilizando o funcional dado na equacao (5.14), onde:

Py = 0,01 x [(1) ﬂ e Q=1 (5.35)

Através das figuras abaixo pode-se ver as respostas obtidas do LQR e do regulador

com o modelo robusto BDU (Regulador Robusto), dos estados z1, 22 e u.
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FIGURA 10 - Comparativo Regulador Rebusto versus LQR, primeira simulagéo
Fonte: Elaboragao propria.
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FIGURA 11 - Comparativo Regulador Rebusto versus LQR, segunda simulagéo
Fonte: Elaboragao propria.
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Regulador Rebusto
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''''' LQR

FIGURA 12 - Comparativo Regulador Rebusto versus LQR, terceira simulagéo
Fonte: Elaboragao prépria.

Como o programa gera uma sequéncia aleatoria de incertezas, as FIG. 10, 11 e 12
representam a primeira, a segunda e a terceira simulagéo, respectivamente. Estas
apresentam respostas diferentes, mas nota-se que o regulador robusto demonstrou
uma melhor reposta em todos os casos, pois conseguiu levar o estado a zero em
todas as situagbes geradas, ao contrario do LQR nominal. Isto mostra que o
regulador robusto possui uma resposta melhor na presenca de incertezas nos

parametros, devido a estrutura BDU.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou o desenvolvimento de um Regulador Linear Quadratico
(LQR) robusto, através da aplicagdo da estrutura obtida a partir do método de

otimizagao Bounded Data Uncertainties (BDU).

Para isto, foi demonstrado a solucdo do método BDU para uma determinada classe
de incertezas estruturadas, as quais abrangem uma grande gama de perturbacgdes
encontradas em sistemas reais a serem controlados. A fim de obter a solugao
6tima, aplicou-se 0 método de otimizagcdo Multiplicadores de Lagrange, também
detalhado neste trabalho, que se trata de uma técnica amplamente utilizada em

problemas de otimizac&o sob restricio.

Demonstrou-se, também, a dedugdo do LQR nominal, novamente com a utilizagao
dos Multiplicadores de Lagrange, obtendo-se um algoritmo que fornece a lei de
controle 6tima. Este foi simulado no MATLAB® e sua resposta foi comparada com a
da funcao "dIgr" do software. As resposta foram muitas proximas, o que validou o

LQR proposto.

A estrutura do método BDU ao LQR foi aplicada, considerando-se a classe de

sistemas sujeitos a incertezas paramétricas, a fim de provir o mesmo de robustez.

O algoritmo do LQR robusto obtido também foi simulado no MATLAB® e,
posteriormente, comparado ao LQR sem robustez. Ressalta-se que ambos foram
submetidos aos sistemas incertos, cujas incertezas estruturadas foram geradas de
forma aleatdéria. Observou-se que o LQR robusto apresentou um melhor

desempenho, se comparado ao LQR nominal, em todas as simulagoes.

Esses resultados mostraram que a estrutura BDU proporcionou ao LQR nominal a
propriedade da robustez, diminuindo assim a sensibilidade a incertezas e

melhorando a regulagéo do sistema.
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Como todo modelo matematico € uma aproximagado do sistema real, ou seja, na
engenharia ndo ha sistemas exatos, o estudo e a aplicagado de tais métodos em

sistemas de controle € uma opg¢ao extremamente interessante e vantajosa.

Neste trabalho, outro ponto relevante apresentado foi a grande aplicabilidade do
método de otimizagado dos multiplicadores de Lagrange, tanto nas dedugdes para os

sistemas nominais, quanto aos sujeitos a incertezas nos parametros.

Conclui-se, entdo, que os objetivos propostos foram alcangados de maneira
satisfatoria, tanto na obtencdo dos reguladores robustos, quanto nas simulagdes

computacionais feitas para validacdo do modelo proposto.

Trabalhos posteriores nessa area de estudo serdo de grande valor, visto que outras
classes de incertezas devem ser contempladas, bem como as demais técnicas de

otimizagao podem ser aplicadas a teoria de controle moderno.
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APENDICE A

Conceitos Matematicos

Para resolver problemas de otimizagdo € necessario esclarecer alguns conceitos
matematicos utilizados neste trabalho, pois estes formam a base para a busca pela
solucdo otima. Assim sendo, para o entendimento dos estudos que serao
apresentados ao longo da pesquisa, apresenta-se abaixo conceitos de termos

imprescindiveis :

A.1 Algebra Matricial

Uma matriz € um conjunto de numeros ou fungdes dispostos em linhas e colunas,

sendo que cada elemento de uma matriz A € denominado de a;;, onde ¢ € o indice

das linhas e j € o indice das colunas.

all al? alm
a a e a

21 22 2m

Anxm — : : . :m
a a a

n2 nm

Se uma matriz possui 0 numero de linhas igual a ne o numero de colunas também
€ igual a n, esta € denominada matriz quadrada de ordem n. A matriz identidade 7 é
uma matriz quadrada onde todos os elementos sao iguais a zero, exceto os da

diagonal principal que sao iguais a 1:

10 0
IMZQ} 0
0 0 1

Xnx1 = 2
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A transposta de uma matriz (A7) é a matriz resultante da troca das linhas pelas

colunas da matriz original, ou seja, o elemento a;; se torna a;;:

XCIFXTL = [x € xn]

1 2

Se uma matriz A for igual A7, diz-se que A é uma matriz simétrica.
a) Operagdes Basicas

- lgualdade:

A = B se e somente se a;; = b;;, para todo i e j.

- Adicao:

A+ B = C se e somente se c;; = a;; + b;;, para todo i e j. As dimensbes de A e B

devem ser iguais.

- Multiplicagao:

Apwm X Boxr = Chxr A multiplicacdo de matriz s6 pode ser realizada se o numero
de colunas da matriz A for igual ao numero de linhas da matriz B. Sendo que cada

elemento da matriz C é obtido pelo somatério do produto dos elementos da linha 4

da matriz A pelo correspondente da coluna j da matriz B, ou seja:

m

cij = Y Qb
k=1

- Propriedades da multiplicacao
De modo geral, a multiplicagdo de matrizes ndo € comutativa:

AB # BA
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Multiplicacdo de uma matriz por um escalar:

sA = B & sa;j = bjj

O escalar multiplica todos os elementos da matriz.
b) Transposta de um produto de matrizes:

(AB)" = BT AT

c) Produto entre vetores:

n

xTy = lebyb
1=

A.2 Matriz Inversa

Uma matriz quadrada A é invertivel, ou seja, possui inversa, se existir uma matriz B,

de modo que :

AB=BA=1

onde I é a matriz identidade e B pode ser denotada como A~ !.

Para que uma matriz possua inversa, seu determinante deve ser diferente de zero.
Matriz Inversa do produto de matrizes

(AB) "' =B 1A
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A.3 Matriz Cofatora

Para cada elemento de uma matriz quadrada A, ou seja, a,;; pode-se construir uma
matriz cofatora, denotada A;;, através da retirada da linha i e da coluna j da matriz
original e multiplicando por ( — 1),

Exemplo:

Seja a matriz quadrada A de ordem 3:

Ay Gy Gy
A3 x3 = | Gy Ay Qy
a a a

A matriz cofatora Ay, é igual a:

All — (_ 1>1+1 [a22 a23:| — |:a22 a23:|

a 32 a 33 33

Q

A.4 Determinante

Toda matriz quadrada composta de numeros reais A € R"*" esta associada a um
numero real, o qual chama-se de determinante da matriz. Pode-se denotar o

determinante da matriz A por det[A4] ou | A|.

Calculo do determinante de uma matrizde ordem 1:
det[A1.1] = a,,

Calculo do determinante de uma matrizde ordem 2:

det[Aswo] = a,,a,, — a,a

127721

Calculo do determinante de uma matrizde ordem 3:



det[As.s] = a,,(ay,a,, — aya,,) —a,(a,a, —ay,a,)+a,(a,a,
Calculo do determinante de uma matrizde ordem n:

det[A, x| = andet(A;1) + apdet(Apn) + - + a,det(Ay,)
para cada linha: =1, 2, ---, n fixada.

ou

det[A,,,,X,,,,] = aljdet(AU) + (lgjdet(AQj) + 4+ anjdet(Anj)

para cada coluna j = 1,2, ---, n fixada.

—a

22 a’Sl

)

Uma matriz s6 é invertivel se seu determinante for diferente de zero.

A.5 Derivada Matricial

Se A e R zeye R"™, entdo:

c(y'e) =y
(xTAz) = Az + ATz

> o

o)

Se A é simétrica,
2 (2T Az) = 2Ax

SeA eR™, rzeR'ey e R™

S S
~
~
I
N4
S—
I
I
~
8
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A.6 Matriz Jacobiana e Matriz Hessiana

Seja f uma funcdo real f:R"™ — R, a matriz Jacobiana (Jde fi(X),---, fu(X)), &

dada pela derivada primeira de f:

af af
. af'ﬂ 8fn
£ o o

Para uma fungéo real f:R"™ — R", a matriz Hessiana (H de f(x;,x9, -+, x,)), € dada

pela derivada segunda de f:

FrL P
Oz, 0, O0x,0x,
H(xz)=Vf(x)=| -
0% f O f
0z,0x, Y Bx,0z,

A.7 Positividade

Dada uma matriz A simétrica, a forma quadratica é definida como Q4 (z) = 27 Ax,

para xz € R".

a) Definida Positiva

Uma matriz € chamada definida positiva se a forma quadratica associada a A,
Qa(x) >0, Vx # 0.

Os testes a seguir sao condi¢gdes necessarias e suficientes para que uma matriz A

simétrica seja positiva:

1. 2T Az > 0, Vz # 0.
2. Todos os autovalores de A sao positivos.

3. Todos os pivds sao positivos.
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b) Semidefinida Positiva

Uma matriz € chamada semidefinida positiva se a forma quadratica associada a A,

Os testes a seguir sao condi¢gdes necessarias e suficientes para que uma matriz A

simétrica seja semidefinida positiva:
1. 2T Az > 0, Yz # 0.

2. Todos os autovalores de A sdo ndo-negativos ( > 0).

3. Todos os pivos sdo ndao-negativos.

c) Definida Negativa

Uma matriz € chamada definida negativa se a forma quadratica associada a A,
Qa(x) <0, Vx #0.

Os testes a seguir sao condi¢gdes necessarias e suficientes para que uma matriz A

simétrica seja negativa:
1. 2T Az < 0, Yz # 0.

2. Todos os autovalores de A sao negativos.

3. Todos os pivOs sao negativos.

d) Semidefinida Negativa

Uma matriz € chamada semidefinida negativa se a forma quadratica associada a A,

Os testes a seguir sao condi¢gdes necessarias e suficientes para que uma matriz A

simétrica seja semidefinida negativa:

1. 2T Az <0, Vz # 0.
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2. Todos os autovalores de A s&o n&o-positivos ( < 0).

3. Todos os pivés sao nao-positivos.

e) Indefinida

A é indefinida, se para alguns valores de z, 27 Az < 0 e para outros =’ Az > 0.

Neste caso, A apresenta alguns autovalores positivos e outros negativos.
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APENDICE B

Demonstragdes auxiliares

B.1 Demonstragao da Derivada da fungao dada pela Equagao (4.7)

Considere dois somatorios L; e L, definidos como:

N-1 N-1
Li= 3" Mo (f(,ur) — xp1) € L2= 305 N0 flaw, we) — ATy,
k=0 =

Pretendemos aqui demonstrar que V,L, = V,L,, para tanto, prosseguiremos da
seguinte forma.

Vamos definir N como sendo 4, e em seguida expandir os dois somatorios.
Expandindo L, para k igual a 0,1,2,3.

Ly = M f(zo,u0) — Moy + M f(z1,u1) — Moy + AL f(@o, u0) — Mz, +
+ M f(2s,u3) — M2y

Expandindo L, para k igual a 1,2,3.
L2= )\gf(l‘l, Ul) — )\{%1 + )\gf(l’g, UQ) — >\2TZE2 + )\Zf(l‘g, U3) — )\3T:L‘3

Sendof: R"->R", z.e Ay € R", podemos definir:

OL
oxy
OL
VL= | o

oL
0T,

Supondo as condigbes iniciais nulas, ou seja, X, =0, vamos derivar os dois

somatorios considerando as derivadas de 1 até 3.

Definindo,
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temos:

V.Li=| — )\g + )\gGQ

[ — A+ NG
— A+ A Gs

Volo=| MGy — AT

NGy — AT

Gy — A{}

Assim mostramos que o gradiente de L; é igual ao gradiente de L.

Podemos escrever o gradiente de L; como:
V;,;L1= )\zﬂvxf(xk, uk) — )\%

Resultado este, utilizado na demonstragao do regulador linear quadratico por meio

de multiplicadores de lagrange.

Definindo,

J Zz (27 () Qua(k) + T (k) Qau(k)) + 32T (N)Q (V)

como sendo um problema de minimizagéo, sujeito a:
Xpy1 = Axy + Buy

Inserimos o multiplicador de lagrange afim de tornar o problema de minimizag&o

irrestrito, e assim temos

J'=§Z__; (2T (k)Qiz(k) + uT (k)Qou(k)) + 32T (N)Qsz(N) +

N-1
> AT (A + Buy, — xp41)
k=0
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oL = 2 Q1 — V. (M) (Azy + Buy, — 2p11))

= 2;Q1 — N A= Ny

B.2 Equivaléncia entre as Equacoes Algébricas de Riccati (5.8) e (4.28)

Dado (equagao (4.28)):
P =F!'Py — PGR'\GTP4|F + Q.
onde:

R=Q;+G"P G
K, = RflGTPL'_HF.

Mostrar a equivaléncia com (equagéao (5.8) no tempo 1):
P = Q1+ K/ Q:K; + (F — GK;)" P, (F — GK))
Desenvolvimento:

P, =FT(Py1 — PiGR'GTPi)F + Qs
P, =Qi+ FI(PyF — PyGR'GTP 1 F)
P =Q1+ FI(PF — P1GK;)
P, =Q, +F'P(F - GK))
Pi=Qi+ (F"+ K/G" - K[G") P\ (F - GK;)
Pi=Q+F'P(F-GK;)+ K/G"P.1(F - GK;) — K] G" P 1 (F — GK;)
P,=Qi+ KI'G"P1(F - GK;) + (FT — KI'G")P1(F — GK;)
PL' = Q1 + KiTGTPL‘.HF - KLTGTPz—HGKz + (F - GKL‘)TPL'—H(F - GKL)
P =@+ K/'RK, - KIGT"P,GK, + (F — GK;)' P,;1(F — GK;)
P=Q+K'(Q+G"P,,G)K; — K'G"P,,\GK; + (F — GK;)T P, (F — GK;)
P =Q+K'Q:K; + K'G"P,1GK; — K] G" P, GK,; +

+ (F — GK;))T Py (F — GK;)
PL‘ = Ql + KZTQQKZ + (F — GKL')TPL'_H (F — GKL)
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Cddigos Fontes
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C.1 Cdédigo Fonte do Programa criado no MATLAB® para simular o LQR

Nominal

% % % %% % % %0 % % % % % % % % Inicio do programa% % % % % % % % % % % % % % % %

close all % Remove todas as figuras

clear all % Remove todas as variaveis da area de trabalho

clc % Limpa a janela de comandos

A=[0 1;-1 2];
B=[0;1];
x0(:,1)=[1;1];
Q1=[1 0;0 0];
Q2=1;

P=Q1;
N=9;

for m=N:-1:1
M=(P-(P*B*(inv(Q2+B"P*B))*B"™P));
Kl(m,:)=((inv(Q2+B"*P*B))*B"*P*A);
P=((A"M*A)+Q1);

end

for cont=1:9
x0(:,cont+1)=(A-B*Kl(cont,:))*x0(:,cont);
uOtimo(cont)=-Kl(cont,:)*x0(:,cont);
end

[KM,P,E]=dlgr(A,B,Q1,Q2);
x1C,0)=[1:1];

for cont1=1:9
x1(:,cont1+1)=(A-B*KM)*x1(:,cont1);
u10timo(cont1)=-KM*x1(:,cont1);
end

disp(‘A lei de controle u*(k), k=0,1,...,9 para minimizar JN(u) é')

disp('Implementado’)

uOtimo

disp('"Usando o comando diqr')
u10timo
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% Plotando

k=0:9;

k1=0:8;

x0=x0";

x1=x1"

subplot(3,1,1)
plot(k,x0(:,1),'b+',k,x1(:,1),'ro")
title('Regulador Linear Quadratico')
ylabel('x1(i)")

grid

subplot(3,1,2)
plot(k,x0(:,2),'b+',k,x1(:,2),'ro")
ylabel('x2(i)')

grid;

subplot(3,1,3)
plot(k1,uOtimo,'b+',k1,u10timo,'ro')
ylabel('u(i)")

xlabel('i")

grid

legend('Resposta - Implementado’, 'Resposta - Comando diqgr')

% % % % % % % %% % % % % Final do programa % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

C.2 Cédigo Fonte do Programa criado no MATLAB® para simular o LQR
Robusto

% % % % % % % % % % % % Inicio do programa% % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

close all % Remove todas as figuras
clear all % Remove todas as variaveis da area de trabalho
clc % Limpa a janela de comandos

A=[0 1;-1 2];
B=[0;1];
x0(:,1)=[1;1];
Q1=.01*[1 0;0 1];
Q2=1;

Fn=A,;

Gn=B;
Eg=0.1*[1;-1];
Ef=0.1*[1 1;-1 1];
H=[1 0;0 1];

[IH,cH] = size(H);
[[Eg,cEq] = size(EQg);
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x10,1)=[1:1];

P=Q1;
Q=Q2;
R=Q1;
S=Q1;
N=15;
n=size(H*P*H);

for m=N:-1:1

lambda=10*(norm(H"™*P*H));

Qo=Q+(lambda*Eg"™EQg);

W=P+(P*H*(inv((lambda*eye(n))-(H*P*H)))*H"*P);
K=(inv(Qo+(Gn"W*Gn)))*Gn"*W*Fn;
P=R+(K"*Q*K)+((Fn-Gn*K)*W*(Fn-Gn*K))+(lambda*(K*Eg"Eg*K-K"*Eg"Ef-
Ef*Eg*K+Ef*Ef));

KR(m,:)=K;

end

for m=N:-1:1
M=(S-(S*B*(inv(Q2+B"*S*B))*B"™S));
Kl(m,:)=((inv(Q2+B"*S*B))*B"*S*A);
S=((A"M*A)+Q1);

end

for cont=1:N
delta = randn(cH,IEQ);
while norm(delta)>1
delta = randn(cH,IEQ);
end
dF=H*delta*Ef;
dG=H*delta*Eg;
x0(:,cont+1)=((Fn+dF)-(Gn+dG)*KR(cont,:))*x0(:,cont);
uOtimo(cont)=-KR(cont,:)*x0(:,cont);
x1(:,cont+1)=((Fn+dF)-(Gn+dG)*Kl(cont,:))*x1(:,cont);
u10timo(cont)=-Kl(cont,:)*x1(:,cont);
end

disp('A lei de controle u*(k), k=0,1,...,9 para minimizar JN(u) &)
disp('Implementado’)

uOtimo

disp('"Usando o comando diqr')

u10timo

% Plotando
k=0:N;
k1=0:N-1;
x0=x0";
x1=x1"
subplot(3,1,1)



73

plot(k,x0(:,1),'b-",k,x1(:,1),'r-")
title('Regulador Robusto')
ylabel('x1(i)")

grid

subplot(3,1,2)
plot(k,x0(:,2),'b-",k,x1(:,2),'r-")
ylabel('x2(i)')

grid;

subplot(3,1,3)
plot(k1,uOtimo,'b-',k1,u10timo,'r-")
ylabel('u(i)")

xlabel('Amostras’)

grid

legend('Regulador Robusto', 'LQR’)

% % % % % % % % % % % % % %% Final do programa % % % % % % % % % % % % % % % % %



