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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo sobre filtragem de Estados de sistemas
dindmicos sujeito a incertezas paramétricas na estrutura do modelo. E
apresentado um filtro robusto baseado no método dos minimos quadrados
regularizados com incertezas. A motivacdo para tal trabalho reside na
necessidade de realimentar o controlador com os estados do sistema a ser
controlado, estados estes os quais, muitas vezes, ndo podem ser medidos
diretamente, seja por dificuldade de medicao, pelo dificil acesso a variavel a ser
medida, ou pelo alto custo dos sensores. Os meios de se contornar esse problema
podem levar a um aumento na variabilidade do processo perda de produgéo e, em
casos extremos, até a ndo controlabilidade do sistema. Utilizando o método dos
minimos quadrados regularizados com incertezas foi possivel desenvolver um
filtro de estados que minimiza uma fung¢ao custo. Assim, foi desenvolvida a teoria
sobre observadores e filtros de estados de sistemas dinamicos, bem como um
algoritmo para obtengao dos estados. Por fim, foi demonstrado o desempenho do
filtro obtido por meio de simulagdées computacionais.

Palavras chaves: Estimativa de estado, filtragem robusta de estados, método dos
minimos quadrados regularizados, controle no espaco de estados, observadores
de estado.



ABSTRACT

This work presents a study about state filtering in dynamical systems subject to
parametric uncertainties in the model. It is presented a robust filter based on the
regularized least square method with uncertainties. The motivation behind this
work resides in the need of providing a feedback to the controller with the system
states. These states, most times, can not be measured directly due to
measurement difficulty, by the hard access to the variable or just because of the
high cost of the sensor. The ways to overcome this problem can lead to an
increase at the process variability, production loss and, in extreme cases, even to
the not controlability of the system. Using the regularized least square method with
uncertainties A robust state filter that minimize a cost function was developed. So,
it is presented a study about observer and state filters of dynamical systems, as
well an algorithm to state achievement. Lastly it was demonstrated the robust filter
performance using computational simulation.

Keywords: State estimation, robust state filtering, regularized least square, space
state control, space state observers.
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1 INTRODUCAO

No projeto de controladores no modelo espago de estados faz-se necesséria a
realimentacdo dos estados do sistema visando o controle da planta. Contudo,
muitas vezes, ndo € possivel acessar estes estados diretamente. Isto porque pode
haver tanto a dificuldade de medicao, pelo dificil acesso a variavel a ser medida, ou
devido a um alto custo dos sensores, de forma que os meios de se contornar este
problema podem levar a um aumento na variabilidade do processo, perda de
producao e, em casos extremos, até a nao controlabilidade do sistema. Com estas
consideracoes, o problema de filtragem de estados reside exatamente na estimacéao
dos estados que caracterizam o sistema e ndo podem ser medidos.

Em casos deterministicos, isto €, em sistemas sem ruidos de processo e de
medidas significativas, nos quais o modelo do sistema é perfeitamente conhecido,
sdo utilizados os observadores de estados para a estimacao dos estados do sistema
a partir das saidas disponiveis, em situacées onde o numero de sensores € menor
que o0 numero de variaveis a serem medidas. Estes observadores sao softwares que
substituem um componente de hardware (Aguirre, 2007, p. 158-159).

Na maioria dos processos reais existe a presenca de ruidos e disturbios, tanto de
processo quanto de medidas uma vez que 0s modelos matematicos que
correspondem a estes ndo sao exatos. Tais processos sao denominados nao
deterministicos ou estocasticos, e a estimacao de estados consiste em, a partir do
processamento de saidas observadas do sistema, obter um algoritmo que forneca
uma aproximacgao satisfatéria dos estados do mesmo.

Tais algoritmos sao obtidos fazendo-se uso de critérios de minimizagéo de erros e
de nao tendenciosidade, produzindo estimativas com erros de pequenas dispersdes

em relacao aos valores reais.

O filtro de Kalman, introduzido em 1961 por Rudolf Emil Kalman, € um estimador
baseado no método dos minimos quadrados para sistemas lineares no espago de
estados e tem desempenhado um importante papel em diversos campos, tais como
na determinagao de 6érbitas, no campo da economia, da comunicagao, de sistemas
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de controle, dentre outros. Tal teoria € considerada um marco na teoria de controle
moderno, uma vez que até hoje produz muitos resultados relevantes na literatura

associada a engenharia e demais areas afins.

Contudo, uma premissa central para a implementacdo do filtro de Kalman, é a
precisao do modelo no espaco de estados, isto €, 0 modelo ndo admite incertezas.
Quando esta consideracao é violada, o desempenho do filtro se deteriora e os
resultados séo divergentes.

No modelamento de sistemas reais, dificilmente se obtém um modelo do sistema,
que represente fielmente a realidade. Tal fato se justifica por diversos fatores, tais
como imprecisdo nas medicoes, variabilidade na tolerancia entre equipamentos e
pecas, dificil acesso a medicao de parametros, e também variacbes do ambiente,
tais como mudancas de temperatura, desgaste pelo tempo de uso, dentre outros.

Para contornar estes problemas de modelamento, fez-se necessario o
desenvolvimento de técnicas e métodos que garantissem maior robustez aos filtros
de estados. No livro Optimal State Estimation de Dan J. Simon (2006, p. 333), o
desenvolvimento das novas técnicas de filtragem robusta é justificado.

O sucesso no inicio da década de 60 do filtro de Kalman em aplicacdes
aeroespaciais levou a uma tentativa de aplica-lo na industria comum na
década de 70. No entanto, essas tentativas rapidamente deixaram claro que
havia um sério impasse entre as suposigdes basicas do filtro de Kalman e os
problemas de estimagdo de estados na industria. Modelos de sistemas
precisos nao estao facilmente disponiveis para os problemas industriais. O
governo gastou milhdes de dblares no programa espacial em 1960 (motivo
que originou modelos de sistemas muito precisos), mas a industria
raramente tem milhdes de ddlares para gastar em problemas de engenharia
(dai a imprecisdo de modelos de sistemas). Depois de uma década
reavaliando a natureza e o papel do filtro de Kalman, os engenheiros
perceberam que precisavam de um novo filtro que pudesse lidar com erros

de modelamento e incertezas. Estimadores de estado que podem tolerar tais
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incertezas sao chamados robustos (Simon, D. J.; 2006, p. 333, Tradugéo

nossa)

A sensibilidade a incertezas do modelo tem incentivado o desenvolvimento de
diversos trabalhos na literatura objetivando a obtencédo de filtros robustos. Trés
métodos desenvolvidos para obtencdo de estimativas robustas sdo Hoo, custo
garantido e método set-valued.

No método Hoo € necessario testar uma condigcdo de existéncia continuamente o
que o torna inadequado para aplicagdes online. Quando esta condicao de existéncia
nao é satisfeita, o desempenho do filtro € deteriorado e o filtro se torna divergente.
Uma forma de amenizar este problema é aumentar o parametro de robustez ~,
contudo esta medida leva a uma diminuicdo na robustez do filtro (Sayed; et al,
2001).

A abordagem via custo garantido tem como premissa, um estimador de estados que
tem a variancia do erro de estimacao de estado limitada superiormente por um valor
constante para todas as incertezas admissiveis no modelo. Nesta abordagem, a
solucado geralmente envolve a sintonizacdo de um parametro a fim de garantir a
existéncia de solucdo para uma equacao algébrica de Riccati (EAR). Este método
também exige o teste de certas condigdes de existéncia, o que também o torna
impréprio para aplicacées online(Sayed; et al, 2001).

Em outro método de estimacdo robusta, denominado set-valued, elipsoides sao
construidas em torno do estado estimado as quais sdo consistentes com as
observacdes e submetidas a uma norma restritiva nos ruidos. Novamente o método
requer testes de condicdes de existéncia, o que, assim como 0s outros métodos
supracitados, o torna inviavel para aplicacées online (Sayed; et al, 2001).

Frente a este problema da necessidade de estimacdo online, acredita-se ser
possivel o desenvolvimento de um filiro robusto, que possa ser aplicado na
estimacao de estados de modelos com incertezas nos parametros e que garanta o

seu uso em aplicacdes online.



13

O novo filtro sera projetado para minimizar uma norma residual no pior caso, dentre
uma classe de incertezas admissiveis em cada iteracdo. Para isso, propde-se a
utiizagdo de um critério de minimizacdo de erros denominado Bounded Data
Uncertainties (BDU) proposto em Sayed e Nascimento (1999).

A estrutura BDU é um método de otimizacdo que incorpora simultaneamente
regularizacao e ponderacao de parametros do modelo, e resolve um critério robusto
para projetos de minimos quadrados, na presenca de dados incertos (SAYED e
NASCIMENTO, 1999). Tal método tem uma caracteristica marcante que é permitir a
incorporagdo de diversos tipos de incertezas, tanto estruturadas quanto nao
estruturadas.

Em comparacdo com os métodos de estimagdo robusta mencionados
anteriormente, quais sejam H, custo garantido e método set-valued, a nova técnica
de obtencad do filtro realiza uma regularizacao, propriedade esta, que contorna a
necessidade de testes de condigcdo de existéncia, tal caracteristica torna o filtro
apropriado para aplicagbes online, mesmo sendo necessario o ajuste de um
parametro auxiliar (SAYED; et al, 2001, p. 999).

Assim, o objetivo geral deste trabalho é investigar a possibilidade de desenvolver um
filtro utilizando o método dos minimos quadrados regularizados com sistemas

sujeitos a incertezas nos parametros.

Com base nos resultados obtidos neste trabalho, foi possivel a publicacdo do artigo
Filtragem Robusta no Espaco de Estados Utilizando o Método dos Minimos
Quadrados Regularizados com Incertezas, publicado no | Coléquio de Matematica
Aplicada e Computacional do Pontal da Universidade Federal de Uberlandia.

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira:
Capitulo 1: Tras uma breve introdugcdo ao assunto de estimacado de estados,

abordando a aplicacdo, motivacao e alguns métodos robustos para recuperacao de
estados de sistemas dinamicos.
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Capitulo 2: E dedicado a teoria de otimizacdo através do estudo do método dos
minimos quadrados, passando por algumas de suas variagdes, até a apresentacao

do método dos minimos quadrados regularizados com incertezas.

Capitulo 3: Este capitulo apresenta os observadores de estados como forma de
introduzir o assunto de recuperacao de estados.

Capitulo 4: Neste capitulo € dada continuidade ao estudo da reconstituicado de
estado, extendendo o conceito para o caso estocastico, isto €, quando o modelo da

planta apresenta ruidos de estado e de medidas significativos.

Capitulo 5: Apresenta a aplicagdo dos métodos dos minimos quadrados
regularizados com incertezas para obtencdo de um filtro robusto.

Capitulo 6: Contém as conclusdes do trabalho e perspectivas de trabalhos futuros.
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2 TEORIA DE OTIMIZAQ[\O
2.1 Introducao

Neste capitulo sera apresentado a teoria de otimizacdo através do estudo do
método dos minimos quadrados, passando por algumas de suas variacoes, até a
apresentacao do método dos minimos quadrados regularizados com incertezas.

2.2 Minimos quadrados

O método dos minimos quadrados foi introduzido por Carl Friederich Gauss por
volta de 1795, em seus estudos sobre mecéanica celestial e, desde entdo, tem sido
amplamente utilizado em trabalhos, como critério de minimizagdes.

Este método foi formulado também por A. M. Legendre de forma independente de
Gauss em 1805. Legendre afirmava que o método dos minimos quadrados era o
mais consistente e de mais facil aplicacao.

Este método tem sido utilizado como base para diversas aplicagbes, como em
teorias de estimacdo, controle e identificacdo de sistemas, incluindo o filtro de
Kalman e o controlador linear quadratico.

2.2.1 Minimos quadrados nao-regularizados

Seja b um vetor de medida que se relaciona com a variavel desconhecida x pelo

modelo linear abaixo,

b= Az + v, (2.1)
sendo A € R™™ e b € R™ conhecidos, x € R™ e v € R"denota um ruido que indica
a discrepéancia entre o vetor be Ax.

Considere a funcao quadratica J : R" — R dada por,

J(z) = ||Az — |2 = (Az — b)T(Az — b) (2.2)

O problema de minimizacao sem restricao é definido como:
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min,{J(z)} (2.3)
r e R"”

~

A solucao 6tima, denotado de agora em diante como Z, € uma solugcao com a
seguinte propriedade:

1Az = b||* < || Az — b|? (2.4)

isto é, para qualquer = escolhido o ruido v € minimo para z, e ||.||*> representa o
quadrado da norma Euclidiana, sendo ||a||* = a’a.

Desenvolvendo J(z) tem-se:

J(z) = (Az — b)T(Az — b) = (2T AT — bT)(Az —b)
=2l AT Ax — 2T ATb — bT Az + b7 (2.5)

Logo reescrevemos 2.3 como,
Z = ming(xT AT Az — 2T ATb — b7 Az + b7b). (2.6)
Diferenciando e igualando a zero, a fim de obter o valor étimo, tem-se:

9L — (AT A)x + (ATA) 2 — ATh— ATh = 0

AT Az + AT Az — AT — ATb =0
24T Az — 24T = 0

AT Az = ATb. (2.7)
Se A possuir determinante diferente de zero, A" A é invertivel e segue que,

(ATA)~1AT Az = (AT A) "' AT (2.8)

e o valor 6timo z é dado por:
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7 = (ATA)1ATp. (2.9)

Exemplo:
Dado o funcional J(z) = (Ax — b) (Az — b), com A e b dadas por:

[ 3ol

determine o0 Z.

Usando a equacéo 2.9, tem-se:

=3 DG L

. - . .10
Assim, o valor minimo assumido por = é L} .

O valor minimo assumido pelo funcao J(x) € dado substituindo a equacao 2.9 na
equacao 2.5.

Logo, substituindo Z no funcional J(z), obtem-se:

J(Z) = (A% — b)T(AT — b) = (A(ATA) 1 ATb — b)T (A(ATA)"1 ATb — b)
( A)"LATh — b)T[A(ATA) 1 ATb — b]
TA((ATA) DT AT — bT][A(AT A)~ ATb — b]
A((ATA) DT AT A(AT A)"1ATb — bT A((AT A)"1)TATb —
TA(ATA)TATb + bTb
= bT(A((ATA) DT AT A(ATA) AT — A((ATA) DT AT — A(ATA) AT +
+1)b

I
@‘ @r—‘r—‘

T(A((ATA) T (AT A)(ATA) AT — A((ATA) DT AT — A(ATA) AT +

— bT(A((ATA)"V)TTAT — A((ATA)"1)T AT — A(ATA)1 AT + 1)
T(A((ATA)")T AT — A((ATA)"1)T AT — A(ATA)1 AT + I)b
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= b (— A(ATA) AT + I)b.

Portanto:

J(@) = b7 (I — A(AT A)~ Ao, (2.10)

2.2.2 Minimos quadrados ponderados

Em casos em que as variaveis fornecem informacdes diferentes sobre a variacao do
processo, inclui-se uma matriz de peso na fungdo custo, a fim de expressar a
diferenca de importancia entre as variaveis. Assim sendo, considere o funcional

J(x), dado agora por:

J(x) = (Az — b)TW (Ax — b) (2.11)

onde W € R™" é a matriz de ponderagao simétrica definida positiva (W = W1 > 0),
A e R"™™ e b e R" conhecidos e z € R™ o vetor incognitas.

~

A solugao deste problema, consiste agora em determinar 7 , que satisfaz a

seguinte equacao:

IAZ —bl[f, < [ Az —bIff, (2.12)

para todo x, sendo que, |.|3 denota o quadrado da norma Euclidiana com
ponderacdo em W, e pode ser escrita da seguinte forma.

la||?, = a"Wa.

Expandindo o termo J(z) tem-se:

J(z) = (Az — b)TW (Az — b) = (2T AT — )W (Az — b)
= ol ATW Az — 2T ATWb — bTW Az + bTWb. (2.13)

E reescrevendo o problema de minimizagdo como:
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min,(zT ATW Az — 2T ATWb — bTW Az + bTWb). (2.14)
Diferenciando e igualando a zero, a fim de encontrar o candidato a minimo:

9 = (ATWA)z + (ATWA) Tz — ATWb — ATWb =0
ATW Az + ATW Az — ATWb— ATWb =0

2ATW Az — 2ATWb = 0
ATW Az = ATWb. (2.15)

Se W é definida positiva e A é invertivel entdo A”W A é invertivel, e o valor 6timo z

€ dado por:
7= (ATWA)TATWb. (2.16)

O valor minimo assumido pelo fungdo J(z) é dado através da substituicado da
equacao 2.16 na equagao 2.13.

Assim, substituindo o valor de z no funcional J(z), tem-se:

J(Z) = (A% — b)TW (AZ — b)
= (A(ATWA) L ATWb — b)TW (A(ATW A)~ L ATWb — b)
= [A(ATWA)LATWb — b)TW[A(ATW A) L ATWb — b]
= PTWA(ATWA)"HTAT — bW [A(ATW A) L ATWb — b]
= VTWA((ATWA) ") ATW A(ATW A) L ATWb —
—BTWA((ATWA) DT ATWb — BT W A(ATW A) L ATWb + bTWb
= VTW (A((ATWA) " )T ATW A(ATW A) L ATW — A((ATW A) )T ATW —
— A(ATW A)TATW + )b
= VTW (A((ATW A" (ATW A)(ATW A)TATW — A(ATW AT ATW —
— A(ATW A)TATW + )b
= VTW(A((ATWA) " HYTTATW — A(ATWA)"D)TATW —
— A(ATW A)TATW + )b
= VTW (A((ATW A HTATW — A((ATW AT ATW —
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— A(ATWA)LATW + 1)b
=bTW(— A(ATWA) TATW + )b
= bT(— WAATWA) TATW + W)b.
E, portanto, J(z) é dado por:
J(@) = bT(W — WAATW A)~LATW)b. (2.17)

2.2.3 Minimos quadrados regularizados

O método dos minimos quadrados regularizados consiste em uma variacdo do
método convencional, em que um termo de regularizacao é incorporado na funcao
custo. Este termo permite diminuir a sensitividade do método a dados incertos,
evitando que uma pequena variacdo no modelo cause uma grande variacdo no
resultado (SAYED; et al, 1998, p. 7).

Considere a fungao custo J(x), escrita agora, como:

J(z) = 27 Qx + (Az — b)TW (Ax — b) (2.18)
onde Q € R™™ é a matriz de regularizagéo simétrica definida positiva (Q = Q > 0),
W € R™™ ¢ a matriz de ponderagdo simétrica definida positiva(W = W7T > 0),
A e R"™™ e b e R" conhecidos e z € R™ o vetor incognitas.

O problema de minimizar em z o funcional J(x), escrito como:

Z =min,{J(x)} (2.19)
Rn

8
m

Apresenta uma solucdo minima regularizada z,,coma seguinte propriedade:
1215 + 1Az = bl < ll=[13 + [ Az — bl (2.20)

para todo z.
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Expandindo J(x) tem-se:

J(x) = 27 Qx + (Az — b)TW (Azx — b) = 21 Qx + (2T AT — b1 )W (Az — b)
=21 Qr + 2T ATW Az — 2T ATWb — bW Az + b Wh. (2.21)

Desta forma, o problema de minimizagao é reescrito como:
min, (27 Qz + 2T ATW Az — 2T ATWb — bTW Az + bTWb) (2.22)
Diferenciando e igualando a zero, objetivando encontrar o étimo, tem-se:

9L = 2Qz + (ATWA)z + (ATWA) Tz — ATWb — ATWb =0
2Qz + ATW Az + ATW Az — ATWb— ATWb =0

2Qx + 2ATW Az — 2ATWb =0
Qr+ ATW Az = ATWbh
(Q+ ATW A)x = ATWb. (2.23)

Se @ é definida positiva entdo (Q + A’W A) é invertivel, e o valor 6timo z é dado

por:
= (Q+ATWA)tATWb. (2.24)
Observe que nos itens 2.3.1 e 2.3.2 conclui-se que o candidato a minimo dado pelo
calculo da primeira derivada realmente fornece o menor valor do funcional, uma vez
que os funcionais sdo convexos (quadraticos com W = W' > 0).

2.2.4 Minimos quadrados regularizados com incertezas

Apesar da consisténcia e simplicidade do método dos minimos quadrados, uma
caracteristica o torna inadequado para aplicagcdes onde ha incertezas nos dados,
pois este método € sensivel a estas.
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Pode-se notar que o método dos minimos quadrados € baseado apenas nos dados
de (A, b), o que torna seu desempenho insatisfatorio na presenga de incertezas, isto
é, quando os dados n&o sdo mais (A,b)mas sim (A+06A,b), sendo 6A uma
perturbacdo desconhecida.

Incluindo a perturbacao na matriz A, obtém-se a seguinte formulagao:

b=(A+06A)z+v (2.25)

Assim a obtencao de um z 6timo que minimize a funcao deve satisfazer a seguinte

desigualdade triangular,

|(A+06A)Z —b|| <|AZ —b|| + ||0AZ|| (2.26)

Observe que o termo |Az —b|| representa o método dos minimos quadrados
convencional, e temos o termo adicional ||6AZ|| que é devido a perturbacdo nos
dados da matriz A.

Desta forma, o método dos minimos quadrados tem sua performance deteriorada
pelo termo adicional que é inserido devido a presenca da perturbacao 6 A.

Em Oliveira (2011), um método dos minimos quadrados, o qual permite a
incorporacao de incertezas, € apresentado.

a) Estrutura BDU

Tendo o exposto acima, o método dos minimos quadrados regularizados com
incerteza, tratado de agora em diante como BDU (Bounded Data Uncertainties),
prevé o tratamento das incertezas na sua formulacdo, a fim de se obter um melhor
desempenho na presencga das mesmas.

Assim, o método BDU busca encontrar uma solugdo z 6timo, que minimize a
seguinte funcéao custo,
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J(z,y) = 27Qz + (Az — b+ Hy)"W(Ax — b+ Hy) (2.27)
onde, z7Qz é o termo de regularizagdo com Q = QT > 0.
Este problema pode ser escrito também da seguinte forma,

mingmax sa sy [|12][G + [[(A + 6A)z — (b + 6D)|[5 ]
ou
mingmaz 545y [27 Qu + [(A+ 6A)x — (b+ 6b)"W[(A+ 6A)x — (b+ 6b)] ] (2.28)

De forma que W = W7’ > 0 é uma matriz de ponderagdo, A € RY>*" matriz nominal
conhecida, b€ R¥*! vetor nominal conhecido, = < R"™! vetor de variaveis,
H € RY*™ matriz conhecida e y € R™*! vetor de perturbagédo ndo conhecido.

Neste método a incorporacdo da matriz H, permite ao projetista incorporar uma
regiao limite para a incerteza. Nota-se, também, que a perturbacdo y nao é
conhecida, sendo que o que se conhece a respeito desta perturbacao € uma funcao
¢(x) que representa o limite da perturbacao. Assim, tem-se:

y < ¢(x) (2.29)

Para se determinar o valor 6timo de x, =, deve-se considerar 0 pior caso, pois se 0
sistema for otimizado para este, os casos melhores naturalmente serdo abrangidos.
Logo, maximizando as incertezas e minimizando a funcao custo exposto na equacao

2.27 tem-se o seguinte problema:
T = arg min maxj<¢ J(,y). (2.30)

O problema 2.30 pode ser interpretado como um problema da teoria de jogos, onde
se tem dois jogadores, com o projetista tentando encontrar um Z que minimize a
funcdo custo e o oponente, neste caso representado pela perturbacao y, tentando

maximizar o custo por meio da maximizacao da incerteza.
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E importante notar que a perturbacdo y, depende do z, de acordo com a equagao
2.29.

b) Solucao do problema BDU
O problema pode ser escrito da seguinte maneira:
minrmaxHyHS(Mm) [ZCTQx + (A.T —b+ Hy)TW(Aa: —b+ Hy)] (231)

Para resolver este problema inicia-se pela maximizacao de y, sendo o custo residual
definido por R(z,y) dado por,

R(z,y)2(Az — b+ Hy)TW(Ax — b+ Hy), (2.32)

o0 maximo é encontrado na condi¢do limite de y, ou seja, y = ¢(z) , onde tem-se o

pior caso, ou seja, temos as incertezas maximizadas.

Agora tem-se um novo problema sob restricdo que pode ser escrito da seguinte

forma,

f(y) = max,[(Az — b+ Hy) " W(Az — b + Hy)] (2.33)
sujeito a,

ci(y) = [lyll* — ¢*(@). (restrigao) (2.34)

Este problema é resolvido utilizando-se o método dos multiplicadores de Lagrange,
de forma que pode-se reescrever o problema restrito como um problema irrestrito
através da incorporacao da fungao custo. Obtem-se, entdo, a funcao Lagrangeana:

L(y,\) = (Az — b+ Hy)' W (Az — b+ Hy) — M|ly|* — ¢*(x)). (2.35)
Desenvolvendo a equagao acima segue que,

L(y,\) = (2" AT =" +y"H')W(Az — b+ Hy) — Aly|* + Ao*(z)
=T ATW Az — 2T ATWb 4+ 2TATWHy — V"W Az + 6" Wb — bW Hy +
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+yTHTW Az — yTHTWb + y" H'W Hy — M\yTy + \p? () (2.36)

Diferenciando a funcao lagrangeana em relacdo a ye )\, tém-se as seguintes

equacoes:
‘?)—5 =H"WAx — H'Wb+ H"WAx — H'Wb+ 2HT"W Hy — 2\y

= 2HTW Az — 2HTWb + 2HTW Hy — 2\y
= 2HTW (Az — b) + 2( — A\ + H'W H)y (2.37)

0= —yly+¢%(x) = — yl* + ¢*(x). (2.38)

Igualando a zero, para se obter o ponto de minimo, tem-se as condigcdes de
6timalidade do problema:

2HTW (Az —b) +2(— M + HTWH)y =0

Dividindo a equacéo acima por 2, tem-se:

(X — HTWH)y® = HTW (Az — b) (2.39)
e

— [yl + ¢*(z) =0

ly°ll = ¢(z) (2.40)

onde y° e \° representam as solucdes 6timas para y e A, respectivamente.
Para que a solucdo 6tima do problema seja um maximo, a segunda derivada da
funcao deve ser negativa. Assim tem-se:

E)ay({fy =2(— X+ H'WH) (2.41)
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20— A+ HTWH) <0

M+ H'WH < 0

A - HTWH >0

A > HTWH

A> |HTWH]. (2.42)

Logo, \° deve satisfazer a condigdo \° > ||HTW H]||, para que exista um maximo.
Por meio da equacédo 2.49 pode-se encontrar o valor do y°, com a seguinte
expressao:

v = (NI — HTWH) "HTW (Az — b). (2.42)

Substituindo o valor de y° na equacao 2.35 é encontrada uma expressao para a

fungdo custo maximizada.

Com o objetivo de compactar as expressdes, serdao utilizadas as seguintes

notacgoes:
z=Ax —b = (27 =T AT —b7) (2.44)
¢ = ¢(x) (2.45)

E importante lembrar que A é um valor escalar, de forma que sua posicdo nas
multiplicagdes nao interfere no resultado final, fato que n&o ocorre com as matrizes
e vetores, nos quais as dimensdes devem ser respeitadas como condicdo de

existéncia das operacoes.

Entéo:
yo =\ — HTWH) "HTWz (2.46)
L(y, \) = (z+ Hy) W (z + Hy) = M|ly|* — ¢*). (2.47)

Desenvolvendo a func¢do lagrangeana L(y, \), tem-se:
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L(y,\) = (= + Hy)' W(z + Hy) = M|ly|* — ¢*)
= (" +y" HO)W(z + Hy) = Alyl* - ¢%).

Substituindo a norma euclidiana, segue que:

Ly, \) = (z" +y"H")W (2 + Hy) = \y"y — ¢*)
=2We+ WHy+y"H' Wz +y"H'WHy — My'y + \p?
=Wz + Hy)+y"(H" Wz + H W Hy — \y) + \¢?
=2IW(z+ Hy) + y' [HTW 2z + (HIWH — X )y] + \¢?
AWz + Hy) +y ' [HTWz — (M — HTW H)y] + \¢>. (2.48)

Substituindo o valor de y, dado pela equacao 2.46 obtém-se:

Ly, \) = 2"W(z + Hy) + y"[H'Wz — (\I — H'W H)y] + A¢?
=Wz + HN — H'WH) "HTWz] +
+ (A — HTWH) "HTW T {[HTW 2 —
— (M — HTWH)(M — HTWH) 'HTW 2]} + A¢?.

Como uma matriz A, multiplicada pela sua matriz inversa A, resulta na matriz

identidade I, tem-se:

L(y,\) = 2TW[z + HA — HTWH) 'HTW 2] +
+[(A = HTWH) "HTW T{[HTW z — IHTW 2]} + A¢?.

E prosseguindo com o desenvolvimento:

L(y,\) = 2TW[z + HA — H'WH) "HTW 2] +
+ (A — HTWH) "HTWT{[HTW z — HTW 2]} + A$?
=Wz + HN — H'WH) '"HTWz] +

+ (M — HTWH) "HTW 2)T{©} + A\¢?

onde © é uma matriz de zeros. Logo:
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L(y,\) = 2TW[z + HOAI — H'WH) " HTW 2] + A\¢?

= W + HA — H'WH) '"HTW]z + A¢?
L(y,\) = ZI[W + WH(A — HTWH) "HTW]z + A¢?. (2.49)
Reescrevendo a equacgao 3.49 com os valores de z e ¢, tem-se:
Cz,\) = (Az — b)"[W + WH(M — HTWH)*lHTW] (Az — b) + \p?(2). (2.50)
Assim, C(z, A) constitui a funcdo custo maximizada.
d) Problema de Minimizacéao
Com o problema de maximizacao solucionado pode-se agora realizar a minimizacao
em x.
As condi¢des impostas no problema de maximizacdo devem agora ser incorporadas
ao problema de minimizacao, o que resulta em uma nova restricao:

min, [z7 Qz + C(x)] = min,. gry gymin, [z7 Qz + C(x, A)). (2.51)

Dado o problema 2.51, a minimizacdo em x sera resolvida obtendo-se uma funcéo
G()\), dependente apenas de A. Assim, tem-se:

G(A\) 2min_ [27Qx + C(x, \)]. (2.52)
Substituindo a equacédo 2.50 na equacgao 2.52 segue que:

T(z,)\) =2'Qx +
+ (Az = 0)' W + WHAI — HTWH) 'HTW](Az — b) + A¢?(). (2.53)

De forma compacta, assume-se que:
W(\2W +WHA — H'WH) "HTW. (2.54)

Logo:
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T(z,\) = 27Qx + (Az — b) W (A\)(Az — b) + A¢?(z). (2.55)
Desenvolvendo:

T(z,\) = 27Qx + (Az — b) W (A\)(Az — b) + A ¢?(z)
= 27Qx + (2T AT — b1)W (M) (Azx — b) + \p?(x)
= 2TQz + 2T ATW(N) Az — 2T ATW(A\)b — T W (\) Az + bTb +
+ Ap? (). (2.56)

Diferenciando T'(z, A) em relacdo a z:
9L = 2Qz + 2ATW (N) Az — ATW(N)b — ATW (A\)b + AV (z)
=2Qz + 2ATW (N) Az — 2ATW (A\)b + AV ¢?(x)
=2(Q + ATW (M) A)x — 2ATW (A\)b + A\V¢?(x) (2.57)

V¢?*(x) representa o gradiente de ¢*(x) com respeito a z.

Assim, igualando a equagédo 2.57a zero, tem-se as condigbes de otimalidade do

problema de minimizagéo:

2(Q + ATW (M) A)x — 2ATW (A\)b + AV @?(z) =0
(Q+ ATW (N A)z + 3AVP*(z) = ATW ()b, (2.58)

Adotando-se:

M\ 2Q +ATW(N)A (2.59)
D(A) 2ATW (A\)b (2.60)
obtém-se:

M(N)z + $AV@?(z) = D(A) (2.61)
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Da equagéo 2.61, podemos encontrar o valor de xz°(\) que representa o valor 6timo
de x e depende apenas do parametro .

Observe que dado a equacgao que descreve a incerteza, isto €, de posse de ¢(x), a
resolucao da equacao é possivel.

Posteriormente, sera abordada as incertezas denominadas estruturadas, que seréao
a classe de incertezas de interesse no presente trabalho. Por agora, supde-se que a
solugédo 6tima z°(\) ja foi encontrada. Assim a fungéo custo G(\), é escrita como:

G(\) = 277Qz° + C(z°(\), \). (2.62)

Agora com a fung¢do ja minimizada em z, encontra-se o valor 6timo para A com a

seguinte minimizagao:
A = arg miny . grw G (). (2.63)

Observe que a funcao G(\), depende apenas de )\, pois z°()) ja foi minimizado e
depende apenas de .

Logo a solugéo étima é dada por:

T =2x°(\°). (2.64)
e) Incertezas estruturadas

Como foi mencionado anteriormente, a fungdo ¢(x) permite que o método BDU
abranja diferentes modelos de incertezas. No presente trabalho, serd abordado as
incertezas estruturadas.

Considerando agora o seguinte problema:

min, maxsa s [z Qz + ((A+ §A)x — (b + 6b))T W ((A+ §A)x — (b + 6b))], (2.65)
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As incertezas 6 A e 6b sdo modeladas da seguinte forma:

[6A 6b] = Hy = HA(E,a — E) (2.66)
ou,

§A = HSE, (2.67)
§b = HSEy, (2.68)

sendo Q € R™™ a matriz de regularizacao, simétrica e definida positiva, W € R™*"
a matriz de ponderacdo, simétrica e semidefinida positiva, A € R"*™, b € R", S é
uma contracdo arbitraria, ||S|| <1, e {H,E,, E,} sdo matrizes de dimensdes
apropriadas escolhidas pelo projetista.

A equacéo 2.65 pode ser escrita como:

min maxsa s 2 Qr + (Az — b+ (§Ax — 6b))TW (Az — b + (6 Az — 6b))]. (2.69)

Comparando a equacéao 2.69com a equacao 2.31 tem-se:

Hy = 06Ax — 6b (2.70)
Hy=HSE,x — HSE,

Hy=HS(E,x — E)

H'Hy=H 'HS(E,xz — E)

y = S(E.,x — Ep)

lyll = IS (Eaz — B

lyll < [ISTHI(Eaz — E3)| (2.71)

A contragdo ||S|| <1, indica que o maximo valor de ||y|| € igual a ||(E,z — E)|],

pode-se reescrever a funcao anterior como:

[yl < [[Eaz — Ey|. (2.72)
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Logo conclui-se que o problema 2.65 € um problema de min-max com ¢(x) sendo:
¢(z) = | Eaz — Ep|l. (2.73)
Assim, o problema é escrito da seguinte maneira:

min, Max < g,.—g,| @' Qr + (Ax — b+ Hy)"W(Az — b+ Hy)]. (2.74)
f) Solugao do problema BDU para incertezas estruturadas

Apds a funcédo ¢(z) que define as incertezas ser previamente definida, € possivel
solucionar o problema de otimiza¢do. Assim desenvolvendo a funcdo ¢(x) tem-se:

6(x) = | Eaz — By|| = (Boz — Ep)" (Boz — Ep))?
$*(z) = | B — By|* = [(Baz — E)" (Eaz — Ey))2]? = (Bu — Ep)" (Buz — Ep))
= ((TET — EbT) (E,x — Ey)) =2 E'E,x — 2TETEy, — EbTE(La: + EbTE;,
V¢*(z) =2E'E,x — ETE, — E'E, = 2ETE,x — 2E''E,
V¢?*(z) = 2B (E,x — E). (2.75)

Substituindo o valor do gradiente na equagéo 3.61:

MMz + 5A[2El (E,x — Ey)] = D())

M(Nx + MEL(E,xz — Ey) = D()\)

M(\)z + A\ETE,xz — AETE, = D()\)

(M(\) + AETE,)x = D(\) + AELE,. (3.76)
Assim, a solug&o 6tima é dada por:

2°(\) = (M(\) + AETE,)"Y(D(\) + AETE}). (2.77)

Substituindo na equacgéo 3.77 os valores de M (\) e D()\) tem-se:

2°(\) = (Q + ATW (M)A + AETE,) "L (ATW(\)b + AETE)). (2.78)
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A equacdo 2.78 indica o valor 6timo de x em fungcdo de A. Como visto
anteriormente, para se encontrar o valor 6timo de z, deve-se minimizar a fungao

G()), tal fungédo pode ser escrita como:

G(\) = 22(N)TQx°(\) + (Az°(\) — b)" [W +
+ WHI — HTWH) " HTW](Az°(A) — b) + A||Ea2®(\) — Ey||%. (2.79)

Ao minizar a equacgao 2.79 obtém-se o valor 6timo de \° e substituindo na equacgao
3.78 tem-se:

7= (Q+ATW(\)A+ NETE,) "L (ATW(\°)b + A\ ELE}).

que constitui a solucao étima do problema BDU.

Definindo:
Q2Q + N ETE, (2.80)
WAWO\) =W + WH(\I — HTWH) "HTW. (2.81)

com \° dado pelo expresséo 2.63.

Portanto, a solucdo Unica e global do problema é dada por:
2=(Q+ATWA) L (ATWb + N ETE,). (2.82)
No préximo capitulo serd abordado os observadores de estados como forma de
introduzir o assunto de recuperagdo de estados apresentando alguns conceitos

fundamentais para o estudo e resultados classicos amplamente difundidos na
literatura.
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3 OBSERVADORES DE ESTADO

Este capitulo aborda os observadores de estados como forma de introduzir o
assunto de recuperacao de estados apresentando alguns conceitos fundamentais
para o estudo e resultados classicos amplamente difundidos na literatura.

3.1 Introducao

Inicialmente introduzidos por Luenberger (1966), os observadores de estado sao
softwares que estimam os estados do sistema substituindo, assim, um componente
de hardware. Sao utilizados quando o numero de sensores € menor do que 0O
namero de estados a ser medido, o que pode ocorrer por elevado custo do sensor
ou dificuldade de instalagdo, ou ainda quando o sensor ndo esta disponivel por
motivo de falha ou manutencdo.Os estados estimados pelo observador sao
ultilizados para realimentar o sistema de controle da planta, apresentando um
importante papel no projeto de controladores realimentados por observador.

A estrutura do observador de estado é semelhante a da planta, com a diferenga de
possuir um termo a mais, o qual constitui em um termo de compensacdo que
incorpora o erro de estimagéo. O observador é alimentado com a saida do sistema e
com a entrada de controle u, e possui como uma de suas caracteristicas principais a
propriedade de fazer com que a dinamica do erro seja assintoticamente estavel, isto
€, convirja para zero o mais rapido possivel, de forma que tenhamos ap6s um certo

tempo, 7 (o valor estimado de x)igual a x (Aguirre, 2007).
3.2 A estrutura do Observador
Como mencionado previamente, o observador de estados possui uma estrutura

semelhante a da planta. Assim, considere a planta definida no modelo espago de
estado pelas seguintes equacoes.
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Logo, é possivel representar a estrutura do observador como sendo,

Z(t) = AZ(t) + Bu(t) + L(y(t) — CZ(t)) (3.3)
que pode ser escrita como,

T=(A—-LC)Z+ Bu+ Ly. (3.4)

A Figura 2 mostra um diagrama em blocos de um sistema de controle realimentado

por estado observado.

X
U >| B ] >| C X 5
A.ﬁ
X
K |

I=
M

s o e o e e e T e e s e oy engipty B B Ples W o e eliedes |

Figura 2 - Sistema de controle realimentado por estado observado.

Fonte: Elaboracao propria.

Na Figura 2, a parte delimitada pelo tracejado representa a estrutura do observador.
Note que ha apenas duas entradas para o observador, sendo estas a saida y(¢) da
planta e a entrada de controle u(t), enquanto que o modelo do observador fornece o

valor estimado de z(t).

A matriz L é denominada matriz de ganho do observador, e é responsavel por

realizar uma regulagem no observador, melhorando continuamente a resposta,
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minimizando o erro. Como veremos adiante, esta matriz pode ser projetada de
forma a aumentar a velocidade de resposta do observador, fornecendo um valor

estimado com erro menor em um tempo mais curto.

Considerando o erro de estado como e, tem-se

Derivando ambos os lados das equacdes obtém-se:

é(t) = a(t) — E(t)

x(t) + Bu(t) — AZ(t) — Bu(t) — L(y(t) — CZ(t))

(z(t) =2(1)) — LO(z(t) — Z(t))

= (A— LO)e(t). (3.6)

=A
=A

A solucao da equagéao 3.6 é igual a:
e(t) = eA=LCe(0), (3.7)
onde ¢(0) € o erro inicial.

Os autovalres da matriz A — LC determinam também os pélos dessa equacao
quando a mesma € levada para o dominio da frequéncia. Assim, os autovalores sao
determinantes nas caracteristicas da resposta temporal e da estabilidade.

Se os autovalores da matriz A — LC estiverem alocados no lado esquerdo do plano
s, entdo e(t) tenderd a zero a medida que ¢ tender a infinito, o que implica também
que o valor de Z(t) tendera para o valor de z(t) independetemente dos valores z(0)
e de z(0), com o passar do tempo (Ogata, 2010).

A velocidade de convergéncia de Z(t) para z(t) pode ser projetada fazendo-se uma
escolha adequada dos valores dos elementos da matriz L. Usualmente, estes
valores sdo determinados fixando-se os pélos do observador como sendo de duas a
cinco vezes mais rapidos que os poélos do controlador, fazendo assim com que 0s
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polos do controlador seja dominante, isto &, seja o fator limitante na velocidade de
resposta do sistema.

3.3 Principio da separacao do projeto de observador e controlador

Para utilizar a realimentacdo de estados como técnica de controle, os estados do
sistema devem estar disponiveis. Contudo, muitas vezes esse nao é o caso, uma
vez que alguns estados do sistema ndo podem ser medidos devido a falta de sensor

ou por nao ser possivel acessa-los diretamente.

Em tais situacdes, uma solucédo pode ser a utilizagdo de um observador de estado, e

assim, utilizar o sinal Z(¢) ao invés do estado real z(t).

Considerando-se, entao, o sinal de realimentagéo u(t) como sendo dado por:

u(t) = — Kx(t),

tem-se o sinal de realimentacgao utilizando o estado observado dado por:

Assim, para o sistema dado por 3.1, segue que:

#(t) = Ax(t) — BK 3(t). (3.9)

Somando e subtraindo o termo BKx na equagao 3.9, tem-se:

(1)

Ax(t) — BK Z(t) + BKx(t) - BKx(t)
= (A—-BK)x(t) + BK(z(t) — @

(t))- (3.10)

Observe que o termo (z — Z)representa o erro e(t). Assim, a equacdo 3.10 se

torna:

#(t) = (A — BK)z(t) + BKe(t), (3.11)
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a qual constitui na equacado de estado do sistema realimentado utilizando o
observador.

Uma forma interessante de se analisar o sistema realimentado por estado
observado, e que tem sido utilizado em literaturas conceituadas como em Aguirre
(2007, p. 163) e Ogata (2003, p.709), consiste em analisar um vetor aumentado
x,4(t), dado por:

xdw:{“w} (3.12)

Assim a equacéao dinamica do sistema é dada por:

) =) Bk H (t)}

f“”:[ 0 A—rLC||e® (313)

E os autovalores da equacdo 3.13 sao calculados através do polinbmio

caracteristico:

A — (A - BK) _ BK
det()\I—Au):det([ 0 )\—(A—LC)})
=det(A — (A — BK))det(\ — (A — L(C)) (3.14)

Da equacao 3.14 conclui-se que os autovalores do sistema realimentado por estado
observado constitui na verdade de dois conjuntos distintos de autovalores, isto €, um
conjunto de autovalores devido ao projeto do controlador, € um outro conjunto de
autovalores devido ao projeto do observador. Assim, conclui-se também que ha
principio da separacao do projeto do controlador e do observador, que podem ser
elaborados de forma independente ou separadamente.
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3.4 Projeto de observador de estados via equacao de Lyapunov

O projeto de observadores de estado para o caso multivariavel € mais complexo que
para o caso monovariavel. Abaixo é apresentado um procedimento para o projeto de
observadores utilizando a equacéo de Lyapunov.

Considere o sistema com multiplas entradas e multiplas saidas (MIMO) definido no
espaco de estados pelas equacdes 3.1 e 3.2, com zcR", ye R e (A,C)

observavel.

O objetivo do projeto é encontrar uma matriz L que possa gerar uma estimativa de x
como saida do seguinte sistema:

T=(A—-LC)Z+Bu+ Ly (3.15)
Procedimento:
1) Selecione uma matriz F' € R™*" tal que os autovalores de F' sejam os desejados
mas distintos dos autovalores de A.
2) Selecione uma matriz L € R™* tal que (F, L) seja controlavel.
3) Encontre P que satisfaca:

PA—FP=1LC (3.16)

4) A matriz L é dada por:
L=P'L (3.17)

O exemplo a seguir ilustra a utilizacdo do procedimento acima.

Exemplo:
Considere o seguinte sistema no espaco de estados:
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=0 Ve |5 4w (3.18)
v=o o]e (3.19)

Deseja-se projetar um observador de estados com poélos em —2 e — 3.Para isso

sera utilizando o procedimento descrito acima.

Passo 1: Selecionar a matriz F'de forma que os autovalores de F' seja diferentes
dos de A e sejam iguais aos desejados.

r=|y Y]

Passo 2: Selecionar uma matriz L tal que (F, L) seja controlavel.

~ [2 0
St

2 0 -4 0
CO“[O 1 0 —3}

Co possui posto igual a 2.

Passo 3: Encontrar P que satisfaca:
PA—FP=1LC

R R e | i
el -1 al=18 Y]

[5a 3b] _[2 0O
6c 4d| |0 2

Logo P éigual a,

O oo

o= O
| I

Passo 4: Determinar L:
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L=P"
L

O nojon

ENEE:

Para determinar se o projeto de L satisfaz os requisitos basta encontrar os

autovalores da matriz (A — LC) :

Rt o B Y

Como abordado neste capitulo, os observadores de estado consideram o sistema
como sendo deterministicos, isto é, ndo existe ruidos no sistema. No préximo
capitulo sera dada continuidade ao estudo da reconstituicdo de estado, extendendo
0 conceito para o caso estocastico, isto €, quando o modelo da planta apresenta

ruidos de estado e de medidas significativos.
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4 ESTIMADORES DE ESTADO

Neste capitulo sera dada continuidade ao estudo da reconstituicio de estado,
extendendo 0 conceito para o caso estocastico, isto €, quando o modelo da planta
apresenta ruidos de estado e de medidas significativos. Contudo, sera apresentado
uma interpretacao deterministica dos observadores, onde os ruidos passam a ser
definidos como erros do modelo. Detalhes desta abordagem podem ser vistos nos
textos que se seguem.

4.1 Introducao

Assim como os observadores de estado, os estimadores de estado tém por objetivo
reconstituir os estados do sistema com a diferenga basica de considerar a presencga
de ruidos no sistema. A saida dos estimadores deve fornecer uma aproximagao
satisfatéria do processo que representa o estado. Essa aproximacado deve
apresentar erros que sejam aceitaveis para uma aplicacdo de controle (Aguirre,
2007, p. 168).

A teoria de estimacado esteve primeiramente limitada as areas de astronomia,
geodésia e analises regressivas. Com a introdugéao do filtro de Kalman, em 1961,
ocorreu uma grande expansao do uso de estimadores para diversas areas de
estudo como aplicacdes militares, espaciais e até produtos de consumo muito
comuns como GPS (GIBBS, 2011, p. 1).

Os filtros que serado tratados neste capitulo se assemelham com o filtro de Kalman
mas com a diferenca de serem deterministicos, isto €, as matrizes de variancia dos
erros serao tratadas como matrizes de ponderacdo e regularizacdo. Além disso,
sera utilizado o método dos minimos quadrados regularizados como ferramenta de

minimizagao dos erros.
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4.2 Estimativa preditora, filtrada e suavizada

O conceito de estimativa pode ser definido de acordo com a quantidade de medidas
disponiveis. Assim, classifica-se o tipo de estimativa em preditora, filtrada e

suavizada. Tais definicdes encontram-se na sequéncia.

Considere o seguinte sistema no espaco de estados, variante no tempo:

zr = Frxn + wy (41>
yr = Hyxp + v

sendo:

x € R" 0 vetor de estados,

wy, € R™ o vetor de ruidos de estado,
yr € RP o0 vetor de saida ou medida,
F;, € R™™a matriz de estado,

H;, € RP*™ a matriz de saida,

v € RP 0 vetor de ruido de medida.

O sistema acima, representado no espaco de estados, apresenta ruidos de estado
wy € de medida v, 0 que indica que ele é caracterizado de forma estocastica.

Nas préximas subsessoes, a menos que seja declarado um sistema especifico, sera
sempre considerado o sistema dado pelas equacoes 4.1 € 4.2.

4.2.1 Estimativa preditora

A estimativa preditora € definida quando se tem k& medidas (yo,v1,¥2,-..,Yr) €
deseja-se estimar o estado w1, representada por ;. Um exemplo classico € a
determinacdo da trajetéria de um objeto. Dependendo da experiéncia de quem
acompanha a trajetoria é possivel obter uma boa aproximacgao do local de queda. A
aproximacao se deve a ruidos, como velocidade do vento, etc (BIANCO, 2004, p. 4).
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4.2.2 Estimativa filtrada

Ja a estimativa filtrada é definida quando se tem k medidas (yo,v1,¥2, .-, Yrx) €
deseja se estimar o estado x;, 0 qual € representada por 7. Como exemplo pode-
se citar o caso de transmissdo de sinais de radio, onde o sinal chega ao receptor
contendo ruidos e quando demodulado ele é filtrado para recuperar o sinal da
melhor maneira possivel (BIANCO, 2004, p. 4).

4.2.3 Estimativa suavizada

Na estimativa suaviazada tem-se mais medidas do que o niumero de estados que se
pretende estimar, assim tendo k£ + 1 medidas, isto €, (yo,vy1,¥y2, ..., Yrs+1), pOde-se

estimar o estado Z;; com maior exatidao do que no caso da estimativa filtrada.

O exemplo classico de uma estimativa suavizada é quando uma pessoa nao
consegue ouvir claramente todas as palavras ditas por uma segunda pessoa, mas
de posse de apenas algumas palavras consegue compreender a mensagem
(BIANCO, 2004, p. 4).

4.3 Estimativa filtrada recursiva no espaco de estado

Dado um sistema representado pelas equacoes 4.1 e 4.2, sera apresentado agora
um algoritmo recursivo para determinagdo da estimativa filtrada a partir de uma
utilizacdo deterministica do método dos minimos quadrados regularizados. Para
tanto, considere um conjunto de estimativas (., T1jx, Tojk; ---» Ty|1) € UM conjunto de
medidas (o, y1, %2, ---, ¥x). Considere, ainda, que a estimativa filtrada z,, ja tenha
sido determinada, com sua respectiva matriz de variancias do erro P;,. Encontrar-
se-a uma nova estimativa para x;., a partir de uma nova medida y; 1, minimizando

a seguinte funcao custo,

Tp = Mg, a0 [ka = @wllpy + llowrr = Feanllgn + vk = Hrwrall) (4.3)
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para k > 0, e

Jo = mmlo ||$0||?30,1 + ||y0 — HOxOH%fo’l , para k = 0, (44)

onde @ é a matriz de ponderacdo do ruido de estado e R, é a matriz de
ponderacgao do erro de medida (CAMPQOS, 2004, p. 16-17).

Reescrevendo a equacao 4.3 na forma matricial, tem-se,
il B i il S (o | el R e B
Ty 1lkt1 0 0] Trriprt 0 Hitr || Trgaps Yk+1 0

—F, I |[®— fkug] |:Fk/x\k|k D
- 4.5
<{ 0 Hk+1} { Lh+1lk+1 Yk+1 (4.5)

Obs: A mudanga no indice de z;; para x;;+1, deve-se ao fato da incorporagéo da

informacao de vy 1.

Comparando a equacao 5.5 com o método dos minimos quadrados regularizados
dado pela equacéo 2.18, pode-se fazer as seguintes associacoes:

[Jﬁk - /x\kk}
T — ,

Lh41|k+1
PL0
K|k
A 0}’
[ — [, 1
A= 0 Hk+1}’
b [kamk}’
Yk+1
1
W «— @ ?1 .
0 R,

0
Rty

|
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A partir das identificacdes acima, encontra-se a solucao 6tima para a estimacao de
Zpy1e41, Utilizando a solugdo do problema do método dos minimos quadrados
regularizados dado pela equacgéo 2.24:

7= (Q+ ATWA) "L ATWD.

Substituindo as identificacoes,

-1
[k—mk k‘k 0}+{—Fk I ﬂ@,j 0 H—Fk I ]
Thy1jks1 0 0  Hpn 0 R, 0  Hpn
- ]T o)L |
0 Hi g 0 Rﬁl Yk+1

isto é,

1 -
o) ([ )[R A [h e [
Lhe+1]k+1 0 0 —Qp B Hp R, Qy, Hy Ry Yk+1

-1
N [fk - m} _ ([Pt EQCE - FQ ~ K Qi it
T+ k1 — Q' Fy Qp' + Hi R, Qr iy + Hiy Ry Yt |
(4.6)
A variavel de interesse é:
— —_ 71 —_ —
Zpi1p = [0 T Pk|g+F’€TleFk - F Q! _FngleIklk
1 1 — _ _ ~ _
ik — Q' By Q'+ Hl Rl Q. ity + H Byl Y
(4.7)

Para solucionar a equacao 4.7 € necessario primeiramente resolver a inversa da

matriz presente na mesma, para tanto utiliza-se o lema A.2 constante no anexo A.
Logo tem-se,

Py + FL Q' Fy - Ko
— Q' Fi Q'+ Hi, Rl
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Pelo Lema A.2:
A B]' [I —AB][A! 0 I 0
C D| ~|o C 0 (D-CA'B)'||-CA' I
_[AY —A'B(D-CA'B)! I 0
L0 (D-CA'B)! —CAY T
_[A'+A'B(D-CA'B)"lICAY -~ AT'B(D-CA'B)!
B (D-CA'B)tCA! (D-CA'B)!
Assim,
o -1
[0 1] Pk\k+FI;FQl;1Fk _Fngl _
— Q' By Q'+ H R,
0 1] A1+ A'B(D-CA'B)"'CAt —A'B(D-CA'B)!
(D—-CA™'B)"lcA™! (D—-CA™'B)™!
_ -1
T 1 R N _
— Q' B, Q'+ Hl R,
[—(D-CA'B)"'CA™! (D—-CA'B)'] (4.8)
B -1
= [0 I] Fije + Fe Qi —hQ] —
Q'R QT HLL R
(D—-CA™'B)7'[ —CA™' I] (4.9)

Desenvolvendo o termo (D — CA~'B)~! tem-se,

(D—CA™'B) = (Q' + Hyy R Hi oy — (= Q Fe (P + FEQp F)™H (= FY Q)

)™
(HIZJrleJrlHkJrl + Qk leFk( k\kz + FTleFk) 1FTQk ) )
(4.10)

Utilizando o Lema A.1, segue que
Qp' = Q' F(Pyy + FY Q') Fy Q' = (Qu + Fu Py By )™

E escrevendo-se 4.10 como,
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(D—CA'B)y ' = (H[ R\ Hy oy +(Qr + FkPk\kaT)fl)fl-

Por definicéo,

Pyyipn = Hpn Ry Hy o+ (Qr + Fu Py 17D (4.11)
Reescrevendo a equacgao 4.7 tem-se,

§k+1\k+1 - Pk+1\k+1[Ql;1Fk(Pl;|1i + FgQile)fl I]

TNH—1 =~
— Iy Q. BTy,
—1 = T —1
Qr FrTyp + Hy By Y

= Thytfer1 = Pk+1\k+1
[ Q' BBy + FL QL Fo) (= FLQy FiZyy) - Q' g + H Ry Y |

= Tpgifhs1 = — Pk+1‘k+1QI;1Fk(P];‘kl; + Flnglgle)ilF];lelek/x\Mk +
P11 Qp  FiZype + Popen H o Ry Uk (4.12)

Reescrevendo os dois primeiros termos da equacao 4.12, obtém-se

P11 Qp Filyy — Pk+1‘]g+1Q];1F/€(Pk_‘]i + FLQ B FL Q! By, =
P (@ — Q' Fi(Py + FQy Fi) ' F Q7Y Feyy

Fazendo-se novamente uso do Lema A.1:

Pap (@ — lele(Pk_U}; + FQ F) T E QT By =
Pi1jp1 [(Qp + Fi Py D) 7' Py (4.13)

Somando e subtraindo (H/, R, },H, ) ao termo central de 4.13, tem-se
Pt (@t Fk Py D) 4 Hi Ry Hy g — Hily R Hy | Fe@g

Observe que,
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(Q, + jFWkPMk,FkT)’1 +H By Hyyy = ijrl1|k+1
Assim tem-se,

~1 T p-1 ~ T p-1 o~
Pk+1|k+1 [Pk+1|k+1 - Hk+1Rk+1Hk+1] Fkxk\k - [I - Pk+1|k+1Hk+1Rk+1Hk+1} Fkxk‘\k

= [I = Peyipr H Byl Hyyy | FuZgye =

Fk@\k\k - Pk+1|k+1Hg+1R;i1Hk+1kaE\k\k' (4.14)
Logo a equacao 4.12 pode ser escrita da seguinte forma,

Tr1ppe1 = FuZip + Pooipn HE G Rty (vkr — Hy o FeBge) (4.15)
que € a solugao para o problema de estimacao proposto em 4.3.

Para as condigbes iniciais, o problema de minimizagdo é dado pela equagéo 4.4,
gue pode ser escrita da seguinte forma:

Jo = mingo [xOTPO_le + (yo — Hywo)' Ryt (yo — Hoxo)] (4.16)

Utilizando as regras de derivada apresentadas na sessao B.1.2 do apédice B, tem-
se

T (xf Pytmo) = 2Py .

Desenvolvendo o segundo termo de 5.16,

(y§ — Hyx) Ry (yo — Hywo) = (v Ry" — o Hy Ry™) (yo — Hymo)

(i — Ho )Ry (yo — Hywo) = yi Ry yo — yg Ry " Hymo — i Hy Ry 'y

+ I Hy Ry ' Hy. (4.17)

Derivando 4.17 em relagéo a z, tem-se,
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— Hy Ry'yo — Hy Ry'yo + 2H, Ry Hy.
Logo, a derivada de 5.16 é:
9 (Jy) = 2Py g + 2Hy Ry ' Hywy — 2Hy Ry ' yo. (4.18)
Igualando 4.18 a zero, a fim de obter o0 minimo
Py 'z, + Hy Ry Hyrg — Hy Ry'yo = 0
= B = (P '+ Hy Ry Hy) " Hy Ry 'y, (4.19)
que é a solucao da equacéo 4.4.
Por definicéo:
Poo = (Py ' + Hy Ry ' Hy) ™. (4.20)

Utilizando as equacdes 4.11, 4.15, 4.19 e 4.20, propde-se um algoritmo para a
estimativa filtrada no espaco de estados da seguinte forma:

Passo 0:
Poo = (Py1 + HSR()_lHO)_l
Ty = P0|0H5R0’1y0

Passo 1: (Repete de n=0 até n=k)
Pyypn = Hgn Ry Hy o+ (Qr + Fu P 17D

~ _ ~ T -1 ~
Tr41]k+1 = Fkl‘mk + Pk+1|k+1Hk+1Rk+1 (?/k+1 - Hk+1Fkl‘k\k)

O algoritmo acima permite obter a estimativa filtrada no espaco de estados, contudo
nao admite a incorporacdo de nenhuma incerteza no modelo. No préximo capitulo
sera apresentado o filtro robusto utilizando o método dos minimos quadrados
regularizados com incerteza, que constitui o resultado principal do presente trabalho.
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5 FILTRAGEM ROBUSTA NO ESPACO DE ESTADOS COM
INCERTEZAS

O presente capitulo tem por objetivo apresentar a aplicagdo dos métodos dos
minimos quadrados regularizados com incertezas para obtencao de um filtro
robusto. Este novo filtro permitird a incorporacdo das incertezas do modelo

garantindo um bom desempenho na presenca das mesmas.

5.1 Introducao

Em sistemas reais, dificimente se obtém um modelo do sistema, que represente
fielmente a realidade. Usualmente encontra-se incertezas nos modelos, tais como
imprecisdo nas medicoes, variabilidade na tolerancia entre equipamentos e pecas,
dificil acesso a medicao de parametros, e também variacées do ambiente, tais como
mudancas de temperatura, desgaste pelo tempo de uso, dentre outros.

Estas incertezas apesar de ndo serem determinadas com precisdo podem ser
explicitadas através do conhecimento de seus limites, isto é, se conhece a regiao
em que elas estao contidas.

Dado o exposto acima, considerar-se-a que todas as incertezas sao limitadas e
estruturadas como abaixo:

[6F, 6Gy] = MyAw[Es Eg] (5.1)

Onde 6F e 6G sao incertezas nas matrizes de estado e de ruido respectivamente,
M, € uma matriz conhecida pelo projetista que garante a este limitar as incertezas e
deve ser determinada de acordo com a experiéncia no sistema em questédo, Ey; e
E,. sao matrizes resultantes do modelamento das incertezas do sistema e por fim,

Ay representa uma contracao que varia entre -1 e 1.
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5.2 Filtro robusto utilizando método dos minimos quadrados regularizados
com incertezas (Filtro BDU)

Considere o seguinte sistema no espaco de estados sujeito a incertezas no modelo

e variante no tempo:

yr = Hyxp + v
onde,

x, € R" 0 vetor de estados,

wy, € R™ o vetor de ruidos de estado,
yr € RP o0 vetor de saida ou medida,
F, € R™™a matriz de estado,

G € R™" a matriz de ruido,

H;, € RP*™ a matriz de saida,

v, € R? 0 vetor de ruido de medida,

6 F, € R™" matriz de incertezas de Fy,
G € R " matriz de incertezas de Gy.

As incertezas 6F;. e 6G). estdo contidas em uma regiao limitada, mas seus valores
exatos sdo desconhecidos. O objetivo do filtro robusto é obter um estimador de
estados que minimize o erro, isto é, que se aproxime o maximo possivel do valor

real do sistema frente a estas perturbagoes.

Com o problema exposto acima, propde-se 0 seguinte algoritmo como solugcédo de
estimar o estado do sistema z;.; de posse de y;,; medidas:
Passo 0: (Condicdes Iniciais)

P0|0 = (H61 + HgRalHo)_l (54)
Zop = PojoHg Ry (5.5)

Passo 1:



A= (1+a)|MIH], R | H, M| (5.6)
Passo 2:

~—1 _ -1

Q. =Q.' + MEL (I+ME;  PukEY,) By (5.7)

Ry = Riy1 — A;HkHMkMkTHgH (5.8)

Gk = Gk — )‘kaPk|kEJz:kEg,k (59)

Fy = (Fr = MGrQuEL E; (I — M Py ET, By ) (5.10)

Pk’|k = (Pk_\li + )\kE;{kEf;k)_l (51 1)
Passo 3:

Tap = Frlp (5.12)
g4t = Tpap + Pk+1|k+1H1:+1R\l;i1€k+1 ( )
ekl = Yk+1 — Hp1 T (5.14)
Py = F Py FT + é\k@ké\z (5.15)
Prijkr1 = Pey1 — PkHHkT»HR;\/iH ( )
Reppyr = Ry + Hy Py Hy (5.17)

Hk+1Pk+1

Este algoritmo é obtido por meio da aplicacdo do método dos minimos quadrados
regularizados com incertezas na minimizacao de uma funcao custo envolvendo a
norma quadratica dos erros de estado, ruido e medida. Algumas observacdes se
fazem necessarias.

- Na equacédo 5.4 II, é a matriz de ponderacdo do erro de estimagédo de
estado inicial.

- O valor estimado pelo novo filtro é representado por z.

- No algoritmo @, R; e P, representam, respectivamente, a matriz de
ponderagao do ruido de estado, a matriz de ponderacao para o erro de saida e a
matriz de ponderacgéo para o erro de estado.

- Outro ponto importante a observar é em relacdo a determinacao de A\, que
foi feita no Passo 1. Para este calculo foi utilizado um pardmetro « e nao pela
minimizag&o da fungédo G(\), como é proposto pelo método dos minimos quadrados
(ver equacao 2.63). A Figura 3 mostra o resultado de uma simulagdo comparando a
utilizacédo da férmula do Passo 1, com a minimizacao de )\, em cada passo.
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2k ! m

Errerr seaarianee (oB3)

——  DOptimal A
d +  Fixed &

L 1 1 1 ] L 1
2 40 60 80 100 1210 140 160 180 200

Figura 3 : Comparagao entre 0 passo 1 € a minimizagdo de A usando a fungao
G(\).
Fonte: SAYED, 2001.

Observa-se pela Figura 3 que a variancia do erro se altera muito pouco, de forma
que os calculos foram simplificados utilizando-se um pardmetro o para
determinacéao de ;.

Na proxima sessao sera apresentado o desenvolvimento do algoritmo por meio da

aplicacao do método dos minimos quadrados regularizados com incertezas.

5.3 Desenvolvimento do algoritmo do Filtro BDU

Considerando o sistema no espaco de estados descrito pelas equacdes 5.2 e 5.3
com suas incertezas modeladas pela equacdo 5.1 e que sdo conhecidas a

estimativa filtrada de x;. representada por zy;..

Dado uma nova medida y;; pode-se determinar uma nova estimativa para 711

por meio da minimizacado da seguinte funcéo custo:

Jr = ||zp — Zﬂ\k\k”?;m + ||wk||é;1 + [|Yk+1 — 117k+15l3k+1||§3];+11 (5.18)

Observacao: Nas equacdes quadraticas que se seguem, para abreviacdo dos
termos, utilizaremos o simbolo (), de forma que equagdes do tipo y = 27 Az serédo
escritas como y = zT A(*).

A equacéo 5.18 pode ser escrita da seguinte forma:
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T — Ty
Wk

Py 0 [xk—fkk]+
0 Q' wy,

[(Hi1[Fi Gil+ Hi[6F, 6GL)) {xk I_U:lﬂk} B
(W1 — Hion FiBage) — Hia6Fiyge)] Ry (+) (5.19)

Comparando a equacédo 5.19 com a equacao 2.28 pode-se fazer as seguintes
identificacdes:

T — Tp|k
€T <
Wy,

P,;‘,}; 0
0 Q'
A Hpp[Fy Gyl
0A — Hpp MipAy[Epe Eg |

Q —

b Yrr1 — Hip 1 BT
6b «— — Hy 16 F) Ty
H «— Hjp 1 My

Eo — [Ep Eg]

Ey — — EpZy

A — A

W= Rily.

A solucdo do problema 5.19 pode ser encontrada utilizando a equacéo 2.82, que
define:

2=(Q+ATWA) L (ATWb + AETE,).

Devido a complexidade dos termos, resolver-se-a por partes a fim de simplicar os

calculos.
Q2Q+ \ETE,
. Pl 0 ET
— |k "By E 2
0 lel + A Eﬁ [ fk g J. (5.20)
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A equacdo 2.81 pode ser escrita da seguinte forma, utilizando o Lema A.1
apresentado no anexo A:

WAWN) = (WL = XtTHHT)! (5.21)
e fazendo-se as identificacées com a equacéo 5.19,

W= (R, — N\, "Hep MyMFHE, )~ (5.22)
Para abreviar a equacao 5.22 sera denotada por:

Ropy = (R — A "Hp MM HT, )L, (6.23)

Fazendo-se as substituicbes na equacédo 2.82 com base nas identificacbes da
equacao 5.19, tem-se

Fr ~ 1
k‘k‘ ] Efk Egk] [GT:|HE+1Rk+1Hk+1[Fk Gk]) X
$k|k+1 - xk|k}
| Wklk+1
3 -1 E}, N
GT HE Ry (yke1 — Heo Bx@p) — My gr | B (5.24)
L gk

A equacéao 5.24 pode ser escrita da seguinte forma:

Pl 0 ] ET Fr .
Ik +)‘k iy [Efk Egk] [ :|Hk+1Rk+1Hk’+1[Fk Gk]

0 Q'] EL GT

-~ 1 J —~ ~

Lk |k+1 _ Pk|k 0 Tk B E E E Ti|k B
_wkk+1:| (_ 0 lel_ 0 )\k ET [ fk gk] 0

F{ ] gy pt Tk EFr -1

GT Hk+1Rk+1Hk+1[Fk G ] 0 GT Hk+1Rk+1yk+1 -

'FT T
_GT} Egk

T

~—1 .
H]CT+1Rk+1Hk+1Fkxk\k - )\ Ekak\k; (525)

Rearranjando os termos da equacao 6.25, obtém-se:
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Pl 0 ET FT ~1
klk M| By E k| HT Ho1|F G
( 0 Q! + A E;}Fk [ Efk ok |+ G;‘f i1 B Hia [ Fe k) X
Tkt L Py 0 | [ @
= H: R . .2
{wkkﬂ} [G,{ Er Y+ 0 Q@ 0 (526)

Como deseja-se encontrar o valor de 7,41, 0 qual € dado por,

Tl } . (5.27)

Trthr1 = FeZpjesr + GeWpprr = [Fr - G|
Wk |k+1

Multiplicando ambos os lados da equacéao 5.26 por:

-1
Plo0 EL
B Gl | TN LB Ead
segue que:
Plo0 ET “rpr .
<I+ [Fk Gk]( k‘k’ Qfl +)\k Eéw: [Efk Egk' ]) |:G%:|HZ+1RI€+1HI€+1 X
k g
~ 1 T -1
Lk|k+1 Pk|k 0 Efk:
F. G =1F G + A E FE X
Aoal| | = 1n m( R RN
FkT] S P 0 EY, )
HI R yes1 + [Fr Gy ik + A (B Egl %
[Glz k+14Vk+1 0 Q,;l k E!ﬁ; g
P11

Com a equacdo 5.28 define-se algumas variaveis auxiliares que serdao Uteis na

simplificacdo dos calculos:

‘plo0 ET T ET
Peop = [Fr G ]( g\k‘ Q1] + A, Ej;: [Em, Egk]) {G%}’ (5.29)
i k 9

R [z
Triiprr = [Fe Gl wlii];ﬂ’ (5.30)



T

ET

(B Egk]>1[P8§]

Pl 0
|k
+ A

0 Q,f] F

Reescrevendo a equacao 5.28 em funcao das equacdes 5.29, 5.30 e 5.31:

~1 ~
(I + Pk+1\ka+1Rk+1Hk+1)l’k+1\k+1 P H Ry Gy + Fiuyy,

N ~—1 _ ~-1

= Thyllk+1 = (I + Pk+1|ka+1Rk+1Hk+1) 1Pk+1|ka+1Rk+1yk+1 +
~—1

I+ Pk+1\ka+1Rk+1Hk+1> ka”klk

Definindo a variavel P, ;11 como:
P =+ PopHE Ry Hyy) ™ P

a equacao 5.33 torna-se, entao:

Tpgps1 = Pk+1\k+1Hk+1R;1?Jk+1 + (I + PkJrl\k‘Hk-HRl;lrlHk+1)_1ﬁk/x\k|k'

Observando a equacgao 5.34, pode-se escrever:

. ~1 B
Pk+1|k+1Pk+1|k (I + Pk+1|ka+1Rk+1Hk+1) !
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(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

Pés multiplicando ambos os lados da equagéo 6.36 por (1 + PkHMHkHR,;ilHkH),

Py P + Pk+1\k+1Hk+1Rk+1Hk+1 =1
_ ~—1
= Pk+1lk+1pk+1lk =I- Pk+1\k+1Hk+1Rk+1Hk+1

~—1
(I + PkHUfHkHRkHHkH) =1- Pk+1|k+1Hk+1Rk+1Hk+l'
Com a equacgao 5.37 pode-se escrever 5.35 como:
~ ~—1 ~ __ ~—1 ~
Tht1le+1 = PkH\kHHkHRkHka + FrZpp — Pk+1\k+1Hk+1Rk+1Hk+1Fk33k|k

~ -1 o~ ~
= Tht1lk+1 = Pk+1\k+1Hk+1Rk+1(yk+1 — Hy  FrZige) + FrZyp

(5.37)

(5.38)
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Definindo y;.1 — Hkﬂﬁkfk‘k como sendo o erro e, 1, a equacao 6.38 se torna:
~—1 ~
~ _ T ~
Lht1lk+1 = Pk+1\k+1Hk+1Rk+lek+l + FZg. (5.39)

De fato, a equacédo 5.39 é a solugdo para o problema de estimacao de estados
proposto em 5.18. Contudo, alguns termos devem ser definidos de forma mais
adequada. A seguir sera apresentado uma forma mais conveniente para o calculo

das variaveis auxiliares presentes na equagao 5.39.

As equacbes 5.29 e 5.31 apresentam um termo comum que sera resolvido nos
préximos passo. Assim, seja Q(\,) definido por:

P,;‘,}; 0

o [Ep Egk]) . (5.40)
k

ET
_ 1k
Q) = ( +)\kl gj}ﬁ

5.41
AkEﬁ;Efk’ Q,;l + /\kEﬁEgk ( )

= Q(\,) =

Aplicando o Lema A.2 presente no anexo A,
) = klk
A=, ;
(Pt + METEp) ! 0
0 (lel + )‘kE;’;cEgk’ — )\kEg;fEfk(Plei + AkE?kEfk)_lAkE?kEgk)_l

I - (P_l —+ )\kE?kEfk)_l)\kE?kEgk] y

I 0
X _ _ _ :
[ — Q'+ NEG Egi) (P + N Ef Epr) ™! I]

Fazendo-se algumas identificacdes convenientes, tem-se:

=

o = (Pt + NESEp) ™ (5.43)
Qr = Q'+ MeEo Egr — )‘kEg:ZcEfk(Pi;ui +NEREf) AN E R Egr) !
- (Qil + )\k’Eg;c (I - )‘kEfk(Pi;ui + )‘kEJI‘WkEfk)il)‘kE?k)Egk)il (5.44)
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Utilizando novamente o] Lema de inversao A1, o] termo
(I = NEp P (P + N Ef Epr) '\ Efy ) pode ser escrito como:
(I — )‘kEka(PE\kI; + )‘kE}FkEfk)ilAkE;{k) =+ )‘kEkakMEJj;k)il' (5.45)

Logo, a equacao 5.44 pode ser escrita como:
Qp = Q' + NEL (I + N Ep Py EL) ' Ege) ™! (5.45)
Com as equacoes 5.43 e 5.46, escreve-se a equacao 5.42 de forma simplificada:

I — Akﬁk|kEkagk

Qr = 0 7

Pk|k 0 I 0
~ = . 5.47

OBS: A equagao 5.47 sera mantida nesta forma matricial para facilitar os calculos

posteriores.

Substituindo a equagao 5.47 na equagao 5.29,

I AP ELE, | [Py 0] I 0| rFr
P..=[F G ket k|k = pp gk k- R i
_ D T ]/Bk\k 0
= Pk+1|k = [Fk G — )\kaPk\kEfk;Egk] ~ X
0 Q]
FT
I T T (5.48)
(G, — M Fx P BT, Egr)

Definindo a variavel auxiliar @k como:
G = Gy — N\ Fp P BT By, (5.49)

a equacao 5.48 se torna:

T

Fk
~T
k

Pppe = [Fkﬁlﬂk Gi Q\k}
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~ ~ ~ AT
Py = Fx Py Fl + GrQ,Gy, (5.50)
Agora, substituindo 5.47 na equacéao 5.31, tem-se:

~ )\ P T
Fp=[F. Gy] [I AP i E gy Eogh

Py 0 I 0 o

0 I
P,:,i]
0
~ -1
~ ~ Pk\k 0 Pk\k’
= F.=|F; Gk—)\PkkETEk ~ ~ _
~ ~ ]Bk\kpki‘kl;
=F,=[F G| ~ -
- )‘kaEﬁEkaklkPkwi
= F) = Fkﬁk\kpk_‘li - )‘ké\k@kEg;cEfkf)k\kPk_\li
= Fk = (Fk - )\ké\k@kEﬁEfk)ﬁk\kPk_‘]i
~ ~ oA ~ a1
= Fi = (Fr = N\ GrQLEL Ep) Prp(Pyyy, — M Ef Err)
= Fi = (Fr = \GWQ ELEp) (I — N P ET Epy) (5.51)

Agora, encontrar-se-a4 uma melhor representacéo para a equacao 5.34:
~—1
— T -1
Pk+1|k+1 =+ PkH\kaHRkHHkH) Pk+1|k.

Aplicando-se o Lema da inversdo de matrizes A.1, com as seguintes identidades:

A=1I,B=P HL,, C =Ry, eD=H,_,,, tem-se:
r p! -1
(I + Pk+1\ka+1Rk+1Hk+1) =
I+ P Hiy (R + Hyy P Hiy )™ Hyyy. (5.52)

Escrevendo a equacéao 5.34 com auxilio da equacao 5.52,
Peatpit = P + Poon L (Riyy + Hypy P HE ) ™ Hy oy Py (5.53)

Fazendo-se a identificacao:
Repi1 = Ry + Hy P Hsr,
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a equagao 5.53 se torna:
Piirjprr = Popapp + PesnHi R Hy oy Prajie (5.54)
Até aqui as equagdes deduzidas tratam o caso em que k£ > 0. Para o0 caso em que
k =0, supor-se-a a existéncia de uma estimativa inicial 7, _; = 0, bem como uma
matriz de previsao para os erros de estado I, e para os erros de medida Ry.
A funcao custo para o erro de previsao do estado inicial € definida como:
Jo = |20 = Zoj-a i + llyo — Hozoll},., (5.55)

0 qual pode ser escrito como:

Jo = x5 wo + (y§ — g Hy )Ry (yo — Howo)
Jo = 2l T xo + yE Ry tyo — vl Ry ' Hozo — ot HI Ryl yo + 2l HI Ry Hyo. (5.56)

Utilizando as derivadas apresentadas em B.2.1, tem-se:

2 (Jy) = 2yt + 2HT Ry Hyzo — 2HT Ry Ly (5.57)
Logo, a solucéo do problema 5.55 é:

Zop = (" + "Ry Hy) ' Ho' Ry 'yo (5.58)
Definindo F, como:

Py = (Ily" + TRy Hy) Y, (5.59)
a equacgao 5.58 pode ser escrita como:

Zojo = PooHo" Ry yo. (5.60)
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Conclui-se, entdo, a demonstracdo de todas as equacdes do algoritmo do filtro
robusto proposto na sessdo 5.2. Na proxima sessdo apresenta-se 0s resultados
obtidos na simulacado de um sistema sintético.

5.4 Simulacao e comparacao do filtro robusto

Nesta secdo apresenta-se as simulacdes realiazadas com o filtro, € compara-se o

mesmo com o Filtro de Kalman nominal.

E importante notar que, ao se igualar a zero as incertezas do algoritmo do filtro
robusto proposto na sessao 5.2, o algoritmo recai no filtro de Kalman nominal, o que
€ um sinal claro da concisdo do filtro robusto utilizando o método dos minimos

quadrados com incertezas.

O filtro BDU foi aplicado ao seguinte sistema no espaco de estado sujeito a
incertezas,

e [0.83 0.0196}, a— {0.804 0 ’

0 083 0 0.804]’H:[1 _1]’M:{

1.693  0.0697
R=1,E/=[0 7],Q= [0.0697 1.693

0.9804}

},HO:I,@\O:O ea=5.

150 T T T T
100+ . —

501

VY

-1001 — X1 medido | |

—— X1 de Kalman
X1 BDU
_1 50 | | | | | | | T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
i

Xi

Figura 4: Trajetéria de x; medido, do filtro de kalman e do filtro BDU.
Fonte: Elaboragéo propria.
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o3 zzv V;PN | }\w Jﬂ’mw W ‘Jm“"’"jw ”[\4 fM ‘% n‘%{!m k“w«v“

-401- —X2medido
—— X2 de Kalman
X2 BDU
-60 | | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 5: Trajet6ria de x; medido, do filtro de kalman e do filtro BDU.
Fonte: Elaboragao propria.
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k

Figura 6: Resultado da comparagéo do filtro BDU com o filtro de Kalman.
Fonte: Elaboragéo propria.

Por meio do gréfico da variancia do erro, Figura 6, foi possivel observar que o Filtro
BDU apresentou um desempenho melhor do que o Filiro de Kalman, resultando
numa diferenca de aproximadamente 10 dB.

O script usado para gerar os graficos das figuras 4, 5 e 6 pode ser encontrado no
apéndice B do presente trabalho.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou o desenvolvimento de um filtro robusto utilizando o método

dos minimos quadrados regularizados com incerteza.

A apresentacdo de métodos deterministicos e suas limitacbes, levam a uma
abordagem estocastica, isto é, considerando a presenca de ruidos que sao
comumentemente encontrados em sistemas reais. Contudo tais métodos ainda nao
sao satisfatérios para aplicacoes reais, as quais apresentam incertezas nos modelos
como imprecisdo nas medicoes, variabilidade na tolerancia entre equipamentos e
pecas, dificil acesso a medicao de parametros, e também variacbes do ambiente,
tais como mudancas de temperatura, desgaste pelo tempo de uso, dentre outros.

Frente a estas incertezas foi desenvolvido um filtro robusto que considera em seu
modelo a presenca de incertezas estruturadas, as quais resultam do modelamento

de diversos sistemas reais.

O desempenho do filtro robusto foi testado em um sistema sintético sujeito a
incertezas e comparado com o filtro de Kalman, apresentando um desempenho
melhor do que este ultimo, demonstrando ser uma importante alternativa para os
casos em gque os modelos estao sujeitos a incertezas. O novo filtro, ao contrario de
outros métodos de estimacao presentes na literatura, como Hoo, custo garantido e
set-valued, permite sua implementacao online por ndo necessitar do teste constante

de uma condicao de existéncia.

O tratamento e modelamento das matrizes de ponderacéo e das incertezas feitas
pelo projetista, constituem em temas para pesquisas futuras, bem como a
abordagem de outras classes de incertezas.
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APENDICE A

Lemas

Serao apresentados férmulas da teoria de algebra matricial utilizadas em algumas
demonstracdes ao longo do texto do presente trabalho.

Lema A.1
Se (A+ BCD)e (I+CDA'B)sao ndo-singulares e se A é uma matriz n xn e
também ndo-singular e se as matrizes B, C'e D sao dimensionalmente compativeis,
entao

(A+ BCD) '=A"1-A'BI+CDA'B)"'CDA™!
Se além disto C for invertivel, entdo

(A+BCD) '=A"1-A'B(C'+ DA'B)"'DA™!
Demonstracéo:
Seja a matriz

F: =A+BCD

Pré multiplicando por F~!, tem-se:

FlF =F 1A+ F'BCD
Pé6s multiplicando por A1

Al =F1AA' 4+ F1BCDA™!
Al F-l=F1BCDA™. (A1)
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Pés multiplicando por B,

F'BCDA'B=A"'B- F~'B
A-'B=F-'B(I + CDA"'B)

Pés multiplicando por (I + CDA™'B)~!, tem-se

F1B=A"'B(I + CDA'B)~!,
P6s multiplicando por CDA™!,

F'BCDA™! = A"'B(I + CDA™'B)"'CDA. (A.2)
Substituindo A.2 em A.1, tem-se

Al — F1= A"'B(I+ CDA'B)"\CDA™

Fl= A~ A-'B(I + CDA'B)"'C DA}

(A4+ BCD)™' = At — A"'B(I + CDA'B)"\C DA™ (A.3)

Se C for invertivel, pela regra de inversao de matrizes dada pela equacéao 2.3, tem-

Se,

(I+CDA'B)"IC =(C'+ DA 1B)™!

E A.3 pode ser escrito da seguinte forma,

(A+BCD) ' =A"1—-A"'B(C'+DA'B)"'DA! (A.4)

Lema A.2

A demonstragao do lema a seguir pode ser encontrada em CAMPQOS (2004, p. 120).

Supondo a matriz A invertivel, tem-se
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[é g}lz[é _‘?B] {Ao_l (D_Cf)q_lB>_1H_C{A1 ?] (A5)

e para a matriz D invertivel tem-se

I I I et S | P BT
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APENDICE B

Revisao de conceitos matematicos importantes

E apresentado a seguir alguns conceitos de algebra matricial e de sistemas de
controle no espago de estados. Tais conceitos, mesmo introdutérios, sao

necessarios para entendimento posterior do texto.
B.1 Conceitos matematicos

A fim de se compreender melhor o desenvolvimento tedrico do presente trabalho, é
necessario a proposicao de algumas notacdes matematicas, que sao utilizadas ao
longo de todo o trabalho.

B.1.1 Algebra matricial

Uma matriz consiste em uma tabela formada por n linhas e m colunas, de forma que
seus elementossédo denotados por a;;, com ¢ e j variando de 1 até n e m
respectivamente.

Assim uma matriz A,,, pode ser representada da seguinte forma:

a aipp ... Qim
A= | @ 2o
am1 am2 o Gmp

a) Matriz transposta

A transposta de uma matriz (A7) é a matriz resultante da troca das linhas pelas

colunas da matriz original, ou seja, o elemento a;; se torna aj;.

Exemplo:

. .12 4 coar 1207
Sejaamatrle—[7 8],suatranspostaeA —{4 8}'

Se AT = A, dizemos que a matriz A é simétrica.
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b) Multiplicagdo de matrizes

A multiplicacdo de uma matriz A por uma matriz B, s6 é possivel quando o nimero
de colunas da matriz A, é igual ao numero de linhas da matriz B. Os elementos da
matriz C resultante, sdo obtidos pelo somatério do produto dos elementos da linha 4
da matriz A pelo correspondente da coluna j da matriz B. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo:

4
Seja a matriz Asy3 = [Z g 111} e a matriz B3« = | 2|, 0 produto destas duas
7

matrizes é:
oo | @x4)+Bx2)+(1x7)|_[21
2“_{(6><4)+(9><2)+(11x7)}_{119]'

c) Matriz inversa.

Uma matriz Aé dita invertivel, se existir uma matriz B, que satisfaga a condicao

abaixo.
AB=BA=1 (B.1)
Onde I é a matriz identidade.

A condicao de existencia da matriz inversa de A é que esta seja nao singular, isto &,
tenha determinante diferente de zero.

Exemplo:

Seja a matriz A = [3 ;l] sua inversa, denotada de agora em diante como A}, é

dada por:

d) Transposta de um produto de matrizes.
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(AB)T = BT A" (B.2)

Exemplo:

Seja a matriz A = [3 ;l] e a matriz B = [;’ ?] , 0 produto de sua transposta é:

e HE R P

e) Invertibilidade das matrizes.

Uma propriedade importante da invertibiidade das matrizes e que sera
constantemente utilizada no presente trabalho é apresentada abaixo.

(AB)"' = B4~ (B.3)

Exemplo:

Seja a matriz A = [3 ;l] € a matriz B = [;’ ?] , 0 produto de sua inversa é:
4Byt = |3 5 "2 41" [ -06894 0.2879

|2 7 N7 8 | 0.2803 —0.1061 |-
B.1.2 Derivadas matriciais
A fim de se desenvolver a teoria de otimizagcao no capitulo 3 é necessario o uso de
algumas derivadas matriciais, as quais serdo apresentadas sem demonstracao por
nao fazer parte dos objetivos do presente trabalho, tais demonstracbes podem ser
encontradas em (Ogata, 1995).

Sendo A € R™", xey € R"*", entao,

(Az) = AT

0
L2 (2T Az) = Az + ATz

Ainda se A é simétrica, temos que,



2 (2T Az) = 2Az

Se A e R reR'eyeR™

Sl S
w
~
I
<
S—
Il
I
~
=

B.1.3 Positividade

Defini-se a forma quadratica de uma matriz como,

y =zl Ax

Considere a funcao quadratica y, dada pela férmula abaixo,

y = 223 + 113 +5x§

Observe que a funcao y pode ser escrita como,

2 0 0 I
y=[21 2o x3].{0 1 0f.|2
0 0 5| |3

Comz eR"” e A € R,

a) Matriz Definida Positiva

Dada uma matriz A € R"*", diz-se que esta é definida positiva se,
2T Ax > 0, Vz # 0.
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(B.4)

Trés condigcdes sdo necessarias e equivalentes para uma matriz ser definida

positiva.
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1. 2T Az > 0, Vo # 0.
2.Todos os autovalores de A sao positivos ( > 0).
3.Todos os pivos sao positivos.

b) Matriz Semidefinida Positiva

Dada uma matriz A € R"*", esta & semidefinida positiva se,
xT Az > 0, Vo # 0.

Trés condicoes sao necessarias e equivalentes para uma matriz ser semidefinida

positiva.

1. 2T Az > 0, Vx # 0.

2.Todos os autovalores de A sao nao-negativos ( > 0).
3.Todos os pivds sdo ndao-negativos.

c) Matriz Definida Negativa

Dada uma matriz A € R"*", esta é definida negativa se,
2T Ax < 0, Vz # 0.

Trés condigcdes sdo necessarias e equivalentes para uma matriz ser definida

negativa.

1. 2T Az <0, Vo # 0.

2.Todos os autovalores de A sao negativos ( < 0).
3.Todos o0s pivds sao negativos.

d) Matriz Semidefinida Negativa

Dada uma matriz A € R"*", esta é semidefinida negativa se,
xT Az <0, Va # 0.
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Trés condicbes sao necessarias e equivalentes para uma matriz ser semidefinida

negativa.

1. 2T Az <0, Vx £ 0.
2.Todos os autovalores de A sao nao-positivos ( < 0).
3.Todos o0s pivds sao nao-positivos.

B.3 Sistemas de Controle no Espaco de Estados

Um sistema de controle pode apresentar varias entradas e varias saidas que se
relacionam entre si, de modo a tornar o sistema muito complexo para uma

abordagem via funcao de transferéncia.

O modelo no espago de estados consiste em uma forma de representar sistemas
complexos em um sistema com n equacdes de primeira ordem por meio de vetores
e matrizes. Tal representacdo garante uma maior simplicidade na analise

matematica e de controle do sistema.

O modelo no espaco de estados é dado por:

% = Az + Bu, (B.5)
y = Cx + Du, (B.6)
onde temos,

x € R" 0 vetor de estados,

u € R™ o vetor de entradas,

y € RP o vetor de saidas,

A € R™" a matriz de estado,

B € R"*™a matriz de entrada,

C € RP*" a matriz de saida,

D € RP*"a matriz de transig¢ao direta.
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Segundo Nise (2002, p. 95), as variaveis de estado sdo o menor conjunto
linearmente independente de variaveis do sistema, que juntamente com as funcdes
forcantes conhecidas, e o conhecimento do vetor de estados x no instante ¢, séo
capazes de determinar o estado do sistema, para os instantes subsequentes, isto &,
t > t.

A figura 1, representa o diagrama em bloco de um sistema no espacgo de estados.

> D
X
_ s| B xj’ s| C y
A e

Figura 1 - Diagrama em blocos de sistema no espaco de estados.

Fonte: Elaboragéo propria.
Para denotar um instante de tempo em particular, usaremos a seguinte notacéao,
Z(t) = Az(t) + Bu(t), com ¢ € R para o caso continuo e,
xz(k+1) = Fz(k) + Gu(k), com k € Z para o caso discreto.
E importante salientar que as matrizes A, B, Fe (G, serdo tomadas como sendo
constantes, isto é, ndao variam no tempo, o que caracteriza o sistema como
invariante no tempo.

B.3.1 Propriedades dos sistemas

a) Controlabilidade
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A andlise de controlabilidade é muito util na determinacdo da solucdo de um
problema no projeto de sistemas de controle, pois esta pode nao existir se o sistema
nao for controlavel.

Diz-se que um sistema é controlavel se for possivel projetar uma entrada que
transfira todas as varidveis de estado de um sistema z(t,) em um tempo inicial ¢,
para um estado desejado x(¢;) em um tempo finito ¢y < ¢ < t;.

Considerando o sistema no espaco de estados definido pelas equacodes 2.5 e 2.6,
esse sistema é de estados completamente controlavel se, e somente se, a matriz
n x m, definida como matriz de controlabilidade C, dada por,

C=[B AB .. A" 'B]

possuir posto n (Ogata, 2003, p.639).

Exemplo:

Considere o sistema dado por:

3 0 1 2
=11 5 Ojlxz+|{1{u
2 3 1 4

Vamos determinar se este sistema € de estado completamente controlavel,

calculando o posto da matriz de controlabilidade C.

C=[B AB AB]

10 41
AB= | 7 | e A2B= |45 |, logo:
11 52
2 10 41

C= 1|1 7 45|, que possuipostoigual a 3. Logo o sistema é controlavel.
4 11 52
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b) Observabilidade

No projeto de controladores por realimentacdo, faz-se necessario a realimentacao
dos estados. Tal tarefa nem sempre é possivel de se fazer diretamente devido a
falta de acessodireto a variavel. Assim, os observadores sao sistemas capazes de
reconstruir as variaveis de estados permitindo que essas sejam utilizadas para a

realimentacao.

O projeto de observadores contudo, necessita que o sistema seja observavel. Um
sistema é dito observavel, se for possivel, de posse das medidas das entradas u(t) e
y(t), determinar o estado inicial z(t,) em um tempo finito a partir de t,. Conhecendo-
se o estado inicial z(t,), € possivel obter a trajetéria do sistema.

Considerando novamente o sistema dado pelas equagdes 2.5 e 2.6, diz-se que esse
sistema é observavel se, e somente se, a matriz (n x p) x n, definida como matriz

de observabilidade O, dada por,

C
0= C.A

Y

C«An—l
possuir posto n completo (Ogatha, 2003, p.645).
Exemplo:

Considere o sistema dado por:
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Vamos determinar se este sistema € observavel calculando o posto da matriz de
observabilidade O.

C
O=|CA
CA?

CA=[5 3 2]eCA*=[22 21 7], logo:

1 0
O=1|5 3

1
2 |, que possui posto 3, assim o sistema é observavel.
22 21 7

—_

c¢) Principio da dualidade

O principio da dualidade estabelecido por Kalman em 1963 permite avaliar a
controlabilidade de um sistema, analisando-se a observabilidade de seu dual. Para

compreender melhor este conceito, considere os seguintes sistemas.

Seja S; dado por:

= Az + Bu
y=Cx

onde z = vetor de estado (vetor de dimensao n)
u = vetor de controle(vetor de dimensao r)
y = vetor de saida (vetor de dimensao m)
A=matrizn xn
B =matrizn xr

C = matriz m x n.

O sistema dual de S; denotado por S,, tem a seguinte representacao:

2=ATz 4+ CTy

w= BTz
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onde z = vetor de estado (vetor de dimensé&o n)
v = vetor de controle(vetor de dimensao m)
w = vetor de saida (vetor de dimensaor)
AT = matriz transposta de A
BT = matriz transposta de B
CT = matriz transposta de C.

O principio da dualidade estabelece que o par (A4, B) € controlavel se, e somente se,
o par (AT, BT) for observavel (Chen, 1999, p. 155).

Para entendermos este principio, basta notarmos que para o sistema S; ser

controlavel, a matriz:

[B AB ... A"B]

deve possuir posto igual a n.

E para o sistema S, ser observavel, a matriz:
(B AB ... A"'B]"

deve possuir posto igual a n.

Notamos assim que a condicdo de controlabilidade de um sistema, implica na
observabilidade de seu sistema dual.

B.4 Comentarios adicionais

Os conceitos apresentados neste apéndice sao utilizados ao longo do texto do
presente trabalho. Em outras vezes, faz-se uso do préprio texto para explicar os
conceitos matematicos envolvidos sem recorrer a obras secundarias, visando

facilitar a compreensao do leitor.



82

APENDICE C
Script em MATLAB®

Abaixo € apresentado o script desenvolvido em Matlab para comparacao entre o
filtro robusto e de Kalman.

%% %0 %0 %% %o %0 %0 %o YoY% Yo YoY% %% % Inicio do programa
Y%%0%%6%o %0 %6 %o Yo Yo% Yoo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo %o Yo Yo Yo Yo %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo

close all % Remove todas as variaveis da area de trabalho
clear all % Remove todas as figuras
clc % Limpa a janela de comandos

%Parametros da planta.
F=[0.83 0.0196;0 0.83]; %matriz de estados da planta

G=[0.804 0;0 0.804]; Y%matriz de ruido

H=[1 -1]; %matriz de saida

M=[0.9804;0]; %matriz de projeto das incertezas

R=1; %matriz de ponderacéo do erro de saida
Ef=[0 7]; %matriz de incerteza

Eg=[0 0]; %matriz de incerteza

Q=[1.693 0.0697; 0.0697 1.693]; %matriz de ponderacao do ruido de estado

alfa=5; %definicdo do alfa para calculo do lambda.

Nexperimentos = 100; %quantidade de experimentos a serem realizados

%Definicao de alguns tamanhos de linhas e colunas para uma generalizacao
posterior.

n = length(H);

[IM,cM] = size(M);

[IN,cN] = size(Ef);

Y% Experimentos

%

% 1 experimento=Niteracoes no sistema e na filtragem= 1 trajetoria de estados
% (cada experimento uma sequencia de incertezas fixa para todos os filtros)

% Deltai=Delta fixo para todas iteracoes i em cada experimento

SomaErrokalman = zeros(1,1000); %vetor de zeros para a soma do erro de
Y%kalman
SomaErroBDU = zeros(1,1000); %vetor de zeros para a soma do erro
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%do filtro BDU
for m = 1:Nexperimentos+1;
% Calculo da trajetoria dos estados do sistema com incerteza. (Estimativa inicial e
saida medida)

w = mvnrnd([zeros(n,1)],Q,1002)'; %ruido de estado
v =mvnrnd(0,R,1002)’; %ruido de medida

x_medido_k(:,1) = ones(n,1); %definicdo do estado inicial
forj=1:1001
%Gera o valor da contracao Delta
delta = randn(cM,IN); %matriz delta com namero de colunas de M e nimero

de linhas de Ef

while norm(delta)>1

delta =randn(cM.,IN);
end

% quando -0.1<delta<0.6 (afim de manter delta em um valor acima de 0.6)

if delta < 0
delta = -delta;

end

if delta < 0.6
delta = 0.8;

end

%Modelo com incertezas

delta_F = M*delta*Ef;

Fr =F + delta_F;

x_medido_k(:,j+1) = F_r*x_medido_K(:,j) + G*W(:,j);
y_medido_Kk(:,j) = H*x_medido_K(:,j) + v(3,));

end

%Filtro kalman

P_kalman = eye(n); %Matriz de variancia do
estado inicial.
P_kalman = inv(inv(P_kalman) + H*inv(R)*H); %Matriz de covariancia

do erro.
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x_kalman(:,1) = P_kalman*H"inv(R)*y_medido_k(:,1); %X kalman no
estado inicial.

%Algoritmo iterativo para determinacao das estimativas pelo filtro de kalman
for j=1:1000

xpreditivo(:,(j+1))=F*x_kalman(:,j); % x de k+1 dado k medidas

erro(:,(j+1))=y_medido_Kk(:,j+1)-H*xpreditivo(:,(j+1)); %erro de medida
em k+1 dado k medidas

PK_MAIS_1=F*P_kalman*F'+G*Q*G';

Re=R+H*PK_MAIS_1*H";

P_kalman=PK_MAIS_1-PK_MAIS_1*H"™inv(Re)*H*PK_MAIS_1;

x_kalman(:,j+1)=xpreditivo(:,j+1)+P_kalman*H"inv(R)*erro(:,j+1);

erro_kalman(:,j)=x_medido_K(:,j)-x_kalman(:,j);

normaDoErro(j)=norm(erro_kalman(:,j));

—

[
~—

a—

end
%Soma do erro de kalman

SomaErrokalman=SomaErrokalman+normaDoErro;

%Filtro BDU

P_BDU = eye(n); %Matriz de variancia do
estado inicial.
P_BDU = inv(inv(P_BDU) + H™inv(R)*H); %Matriz de covariancia do

erro.
x_BDU(:;,1) =P_BDU*H"™inv(R)*y_medido_k(:,1); @ %x BDU no estado
inicial.
lambda=(1+alfa)*(norm(M™*H"inv(R)*H*M)); %Calculo do lambda
Qmodificada=Q;
Gmodificada=G;
Rmodificada=R-inv(lambda)*H*M*M"™*H';

Y%Algoritmo iterativo para determinacao das estimativas pelo filtro de BDU
for j=1:1000

P_AUX=inv(inv(P_BDU)+lambda*Ef*Ef);

F_AUX=F*(eye(2)-lambda*P_AUX*Ef*Ef);

xpreditivo(:,(j+1))=F_AUX*x_BDUY(:,j); % x de k+1 dado k medidas

erro(:,(j+1))=y_medido_Kk(:,j+1)-H*xpreditivo(:,(j+1)); %erro de medida
em k+1 dado k medidas

PK_MAIS 1=F*P_AUX*F'+G*Q*G";

Re=Rmodificada+H*PK_MAIS_ 1*H';
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P_BDU=PK_MAIS_1-PK_MAIS_1*H"inv(Re)*H*PK_MAIS_1;
x_BDU(:,j+1)=xpreditivo(:,j+1)+P_BDU*H"™inv(Rmodificada)*erro(:,j+1);
erro_BDU(:,j)=x_medido_k(:,j)-x_BDU(:,j);
normaDoErro(j)=norm(erro_BDU(:,)));

end
%Soma do erro BDU
SomaErroBDU=SomaErroBDU+normaDoErro;

end
%Gréfico da variancia do erro do filtro de kalman e do filtro BDU

figure(1)

EAveragekalman = SomaErrokalman/(Nexperimentos+1) ;

save EAveragekalman;

EAverageBDU = SomaErroBDU/(Nexperimentos+1) ;

save EAverageBDU;

i =1:1000;

semilogx(i,20*log10(EAveragekalman), 'b-',i,20*log10(EAverageBDU), 'r-");
Yopreto

xlabel('k")

ylabel('Error Variance (dB)')

title('Variancia do erro de kalman em azul, Variancia do erro do Filtro BDU
em vermelho')

Y%Trajetéria de x1 medido, de kalman e do filtro bdu

figure(2)

plot(i,x_medido_k(1,1:1000),'r-,i,x_kalman(1,1:1000),'b-
"i,x_BDU(1,1:1000),'g-"

title("X medido em vermelho, x de kalman em azul e x pelo filtro bdu em
verde')

xlabel('i")

ylabel("X1")

% Trajetoria de x medido, de kalman e do filtro bdu

figure(3)

plot(i,x_medido_k(2,1:1000),'r-',i,x_kalman(2,1:1000),'b-
"i,x_BDU(2,1:1000),'g-"

xlabel('i")

ylabel("X2")

title('Variancia do erro de kalman em azul, Variancia do erro do Filtro BDU
em vermelho')
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